
GABARITO - QUESTÃO 1: 

Suponha um modelo de regressão de duas variáveis descrito por 𝑌𝑖 = β1 + β2𝑋𝑖 + 𝑢𝑖 em 

que os 𝑌𝑖 sejam normal e independentemente distribuídos, com média β1 + β2𝑋𝑖 e 

variância σ2. Tendo em consideração que as funções de densidade individuais são dadas 

por: 

𝑓(𝑌𝑖) =
1

σ√2π
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2

(𝑌𝑖 − β1 − β2𝑋𝑖)
2

σ2
} . 

Pede-se: 

(a) Se 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛 são conhecidos, ou dados, mas β1, β2 e σ2 não são. Obtenha a 

função de verossimilhança, denotada por 𝐹𝑉(β1, β2, σ2). 

(b) Utilizando o método de máxima verossimilhança, obtenha os estimadores de 

máxima verossimilhança de β1, β2 e σ2. 

(c) Sabendo que o estimador de Mínimos Quadrados Ordinários para σ2 é não-

viesado, mostre que o estimador de máxima verossimilhança de σ2 é viesado e 

determine a magnitude desse viés. 

 

 

Resolução 

GUJARATI, D.N.; PORTER, D.C. Econometria básica. 5.ed. Porto Alegre: AMGH, 

2011, p. 124-125. 
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GABARITO – QUESTÃO 2:  

GUJARATI, D.N.; PORTER, D.C. Econometria básica. 5.ed. Porto Alegre: AMGH, 

2011, Cap.16, p. 590-595. 

Os dados em painel são frequentemente analisados usando modelos de efeitos fixos. No 

entanto, alguns pesquisadores podem optar por estimar modelos pooled sem considerar a 

presença de efeitos fixos. Com base em Gujarati e Porter (2011): 

a) Explique as consequências da estimação de modelos Polled na presença de efeitos 

não observáveis, invariantes no tempo. 

b) Formalize o modelo de Mínimos Quadrados com variáveis dummy para efeitos 

fixos. 

c) Discorra sobre os problemas que podem ser gerados pela estimação de Mínimos 

Quadrados com a adição de variáveis dummy para efeitos fixos. 

 

Respostas: 

Alternativa a:  

De acordo com Gujarati e Porter (2011), uma hipótese importante do modelo clássico de 

regressão linear e que não haja correlação entre os regressores e o termo de erro. Para 

entender como o termo de erro pode estar correlacionado com os regressores considere 

que o modelo correto inclui uma variável que mensura a qualidade gerencial ou filosofia 

gerencial, 𝑀𝑖𝑡:  

 

𝐶𝑇𝑖𝑡 = 𝛽1 + β2𝑃𝐹𝑖𝑡 + 𝛽3𝐿𝐹𝑖𝑡 + 𝛽4𝑀𝑖𝑡 + 𝑢𝑖𝑡,                                                               (16.3.2)                                             

 

Das variáveis incluídas na Equação (16.3.2), apenas a variável M e invariante no 

tempo (ou constante no tempo), porque varia entre os indivíduos, mas é constante ao 

longo do tempo para determinado indivíduo (empresa aérea). 

Embora seja invariante em termos de tempo, a variável M não e diretamente 

observável e, portanto, não podemos medir sua contribuição para a função de custo. 

Podemos, entretanto, fazer isso indiretamente, se escrevermos a Equação (16.3.2) como: 

 

𝐶𝑇𝑖𝑡 = 𝛽1 + β2𝑃𝐹𝑖𝑡 + 𝛽3𝐿𝐹𝑖𝑡 + 𝛼𝑖 + 𝑢𝑖𝑡,                                                               (16.3.3)                                             

 

em que 𝛼𝑖, chamado efeito nao observado, ou heterogeneidade, reflete o impacto de M 

sobre o custo. Note que por simplicidade mostramos apenas o efeito nao observado de M 

sobre o custo, mas na realidade pode haver mais efeitos não observados, por exemplo, a 

natureza da propriedade (privada ou pública), se uma empresa e de capital aberto ou 

fechado, se o CEO e homem ou mulher etc. Embora tais variáveis possam diferir entre os 
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indivíduos (empresas aéreas), provavelmente permanecerão as mesmas para um dado 

indivíduo sobre todo o período da amostra. 

Uma vez que 𝛼𝑖 não e diretamente observavel, por que não considerá-la aleatória e incluí-

la no termo de erro 𝑢𝑖𝑡, e considerar o termo de erro 𝑣𝑖𝑡 =  𝑎𝑖  +  𝑢𝑖𝑡? Agora escrevemos 

a Equação (16.3.3) como: 

 

𝐶𝑇𝑖𝑡 = 𝛽1 + β2𝑃𝐹𝑖𝑡 + 𝛽3𝐿𝐹𝑖𝑡 + 𝑣𝑖𝑡,                                                                    (16.3.4)                                             

 

 Mas se o termo 𝛼𝑖, incluído no termo de erro 𝑣𝑖𝑡 está correlacionado com qualquer um 

dos regressores na Equação (16.3.4), temos uma violação de uma das hipóteses principais 

do modelo clássico de regressao linear - ou seja, que o termo de erro não está 

correlacionado com os regressores. Como sabemos, nessa situação, as estimativas de 

MQO não são apenas tendenciosas, mas também inconsistentes. 

Ha uma possibilidade real de que o 𝛼𝑖 não observável esteja correlacionado com 

um ou mais regressores. Por exemplo, a direção de uma empresa aérea pode ser perspicaz 

o suficiente para comprar combustivel na bolsa de futuros, a fim de evitar severas 

flutuações de preço. Isso tera o efeito de reduzir o custo dos serviços de transporte aéreo. 

Como resultado dessa correlação, pode-se mostrar que 𝑐𝑜𝑣 (𝑣𝑖𝑡, 𝑣𝑖𝑠) = 𝜎𝑢
2;  𝑡 ≠  𝑠, que é 

diferente de zero, e, portanto, a heterogeneidade (não observada) induz a autocorrelação 

e teremos de prestar atenção nisso. 

 

Alternativa b:  

O modelo de mínimos quadrados com variáveis dummy para efeitos fixos 

(MQVD) conta com a heterogeneidade entre indivíduos: 

 

𝐶𝑇𝑖𝑡 = 𝛽1 + β2𝑃𝐹𝑖𝑡 + 𝛽3𝐿𝐹𝑖𝑡 + 𝑣𝑖𝑡,                                                                    (16.3.4)                                             

 

Observe que colocamos o subscrito 𝑖 no termo de intercepto para sugerir que os 

interceptos das seis empresas aéreas podem ser diferentes. A diferença pode ser devida a 

aspectos especiais de cada uma, como estilo gerencial, filosofia gerencial, ou tipo de 

mercado que cada organização está servindo. 

Na literatura específica, o modelo (16.4.1) e conhecido como modelo (de regressão) de 

efeitos fixos (MEF). O termo “efeitos fixos” deve-se ao fato de que, embora o intercepto possa 

diferir entre os indivíduos (no caso, seis empresas aéreas), o intercepto de cada indivíduo não 
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varia com o tempo; ele e invariante no tempo. Note que, se tivéssemos de escrever o intercepto 

como f J >|ele sugeriria que o intercepto de cada indivíduo e variante no tempo. Podemos observar 

que esse modelo dado na Equação (16.4.1) pressupõe que os coeficientes (angulares) dos 

regressores não variam entre indivíduos nem com o tempo. 

 

Alternativa c:  

A estimação de Mínimos Quadrados com variáveis dummy para efeitos fixo pode gerar 

vários problemas: Primeiro, a introdução de variáveis dummies demais pode gerar 

problemas de falta de graus de liberdade. Segundo, a adição de diversas dummies no 

modelos, tanto individuais quanto interativas ou multiplicativas pode resultar em 

multicolineariedade, o que pode dificultar a estimação exata de um ou mais parâmetros.  

Em terceiro lugar, a estimação de Mínimos Quadrados com variáveis dummy para 

efeitos fixo pode não ser capaz de identificar o impacto das variáveis que não mudam ao 

longo do tempo. Suponha que desejemos estimar uma função de salário para um grupo 

de trabalhadores utilizando dados em painel. Além do salário, uma função de salário pode 

incluir idade, experiência e educação como variáveis explanatórias. Suponha que também 

desejemos incluir o gênero, cor e raça como variáveis adicionais do modelo. Uma vez 

que essas variáveis não mudarão com o tempo para um indivíduo, a abordagem de 

Mínimos Quadrados com variáveis dummy para efeitos fixo pode não identificar o 

impacto dessas variáveis invariantes no tempo sobre o salário. Em outras palavras, os 

interceptos específicos a um sujeito absorvem toda a heterogeneidade que possa existir 

nas variáveis dependentes e explanatória.  

Quarto, supomos que o termo de erro segue as hipóteses clássicas. Porém, existem 

diversas possibilidades, entre as quais: 

1. Podemos considerar que a variância de erro é a mesma para todas as unidades 

de corte transversal, ou podemos considerar que ela é heterocedástica. 

2. Para cada indivíduos, podemos supor que não haja autocorrelação ao longo do 

tempo. 

3. Durante algum tempo, é possível que o termo de erro de um indivíduo esteja 

correlacionado com o termo de erro de outro. Ou podemos supor que não haja 

correlação. 

 

Existem ainda outras complicações. Aceitar uma ou mais dessas possibilidades 

tornará a análise muito mais complicada. 
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GABARITO – QUESTÃO 3: 

WOOLDRIDGE, J.M. Introdução à Econometria: Uma Abordagem Moderna. 6.ed. 

São Paulo: Thomson, 2016, Cap.16. 

O seguinte modelo de equações simultâneas impõe a condição de equilíbrio de que a 

oferta é igual à demanda de moradias em uma cidade: 

𝑄𝑑 = 𝛼0 + 𝛼1𝑃 + 𝛼2𝑌 + 𝑢𝑑 

𝑄𝑂 = 𝛽0 + 𝛽1𝑃 + 𝛽2𝐶 + 𝑢𝑂 

Em que: 

𝑄𝑑 é a quantidade demandada de moradias 

𝑃 é o preço das moradias 

𝑌 é a renda média dos consumidores da cidade 

𝑢𝑑 é o termo de erro da equação de demanda 

𝑄𝑂 é a quantidade ofertada de moradias 

𝐶 é o custo médio de construção 

𝑢𝑂 é o termo de erro da equação de oferta 

 

Responda: 

 
(a) Suponha que exista disponibilidade de dados sobre 𝑄, 𝑃, 𝑌 𝑒 𝐶. Como os parâmetros 

das equações de demanda e oferta podem ser estimados pelo método de mínimos 
quadrados em dois estágios? 

 

No primeiro estágio, deve-se regredir 𝑃 contra todas as variáveis exógenas (𝑌 e 𝐶) e 

obter os valores de 𝑃̂. 

𝑃 = 𝛾0 + 𝛾1𝑌 + 𝛾2𝐶 + 𝑣 

No segundo estágio, utilizar os valores preditos de 𝑃 (𝑃̂) nas equações originais e 

estimar os parâmetros por MQO ou VI. 

Equação de demanda: 𝑄 = 𝛼0 + 𝛼1𝑃̂ + 𝛼2𝑌 + 𝑢𝑑 

Equação de oferta: 𝑄 = 𝛽0 + 𝛽1𝑃̂ + 𝛽2𝐶 + 𝑢𝑂 

 

(b) Quais variáveis podem ser usadas como instrumentos para 𝑃 nas equações de oferta e 
demanda? 

 A equação de demanda está identificada se houver pelo menos uma variável exógena 
que afete a oferta, mas não a demanda. Nesse caso, 𝐶 (custo de construção) pode 
servir como instrumento para 𝑃. 

 A equação de oferta está identificada se houver pelo menos uma variável exógena que 
afete a demanda, mas não a oferta. Nesse caso, 𝑌 (renda média) pode ser usado como 
instrumento para 𝑃. 

 Outra possível resposta é 𝑃̂ , que é uma combinação linear entre 𝐶 e 𝑌, e também 
pode ser utilizado como instrumento para 𝑃 nas equações de oferta e demanda. 
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