GABARITO - QUESTAO 1:

Suponha um modelo de regressao de duas variaveis descrito por Y; = 8; + B,X; + u; em
que os Y; sejam normal e independentemente distribuidos, com media ; + B,X; e
variancia o2. Tendo em consideracdo que as funcGes de densidade individuais séo dadas
por:

f) =

1 {_yn—sl—ﬁzxi)Z}
N ? |

Pede-se:

(@) Se Y;,Y,, ..., Y, sdo conhecidos, ou dados, mas f;,B, € o? ndo sdo. Obtenha a
funcao de verossimilhanca, denotada por FV (B4, By, 62).

(b) Utilizando o método de maxima verossimilhanca, obtenha os estimadores de
maxima verossimilhanca de B, B, € 2.

(c) Sabendo que o estimador de Minimos Quadrados Ordinarios para o2 é ndo-
viesado, mostre que o estimador de maxima verossimilhanca de o2 é viesado e
determine a magnitude desse Viés.

Resolucéo

GUJARATI, D.N.; PORTER, D.C. Econometria basica. 5.ed. Porto Alegre: AMGH,
2011, p. 124-125.

Suponha que no modelo de duas varifveis ¥, = 8, + B X+ u, 0s ¥, sejam normal e independentemente dis-
tribuidos, com média = 8+ B.X, e varilincia = o°. (Veja a Equaglio (4.3.9). Em consequéncia, a funglio de den-
sidade de probabilidade conjunta de Y, 13, . . ., ¥,, dadas a média ¢ a varifincia anteriores, pode ser escrita
como

(N, Y., B +ﬁ2xl.0’2)

Mas, tendo em vista a independéncia dos ¥, essa fungdio de densidade de probabilidade conjunta pode ser
expressa como um produto de n fungdes de densidade individuais

S, 1, Yo | B+ BrXi, 07) : m
= f("1 1B + BXi, o) (2| B + B X1, 0) - f(Yu | B + B2 X1, 07)
em que
SESPIR B IS _1(n-8 - pxy

(2)

que ¢ a fungio de densidade de uma varidvel com distribuicio normal, dadas a média e a varidncia.
(Nota: exp significa e elevado i poténcia da expressdo indicada por {}.)
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Substituindo a Equagio (2) por cada ¥ na Equagio (1) obtemos

o 1 ¢ -8 - BX)
S, Y | B+ PaXi 07) a.(‘a_’)-"q’l zz o? l 3)

Se ¥y, ¥s, ..., ¥, s3o conhecidos ou dados, mas B, B ¢ o % nllo sdo, a funglo na Equaglio (3) é chamada de
fungiio de verossimilhanga, denotada por FV(8,, B, ¢ o), ¢ expressa como'
1 (i =B - BX)
on(vax )" 22 o ]

FV(By, 1, 0%) = up[

(%)

O método da mixima verossimilhanga, como o nome indica, consiste em estimar os parimetros desco-
nhecidos de maneira que a probabilidade de observar os dados Y seja a maior (ou 8 mixima) possivel. Precisa-
mos encontrar 0 maximo da funciio na Equagio (4). Isso ¢ um exercicio direto de cdlculo diferencial. Para
derivar, ¢ mais flicil expressar a Equagiio (4) na forma logaritmica, como a seguir.” (Nota: In = log natural.)

n 1 o (Y = B - BXi)
FV=~nlng — 5 In(2m) - 3 3 5=

SIS AN 2
=-§hoz—;ln(21t)—%z(y‘_moz—h‘“)— (5)
Derivando a Equagdo (5) parcialmente em relagdo a §,, B, ¢ o2, obtemos
dInFV 1
B = o1 i~ A - BX)-D) 0
AmFV _ 1
2B = a1 LU~ A= PaX)(-X)) @
3InFV 1
ot = 301 T 3% L= B = prX)’ ®)

Igualando essas equagdes a zero (condiclio de primeira ordem para a otimizag#o) e denotando os estimado-
res de maxima verossimilhanga por ,, 8, ¢ &° obtemos®

%Z(rl'ﬂl"&x‘)ﬂo @
35 L0 =B~ BX)X, =0 (10)
1
_2%.;272(?.-3.—&&)%0 )
Apés a simplificaglio, as Equagdes (9) ¢ (10) ficam como
Z}" =nﬁ1+ﬁ224¥l

EYH": +3lle +3llez

(12)

(13)
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quesiowummamacmmm“wau)ep.l.ﬂ.
Portanto, os estimadores de méxima verossimilhanga, os 3, sdo idénticos aos estimadores de MQO, os f, dados

nas Equagdes (3.1.6) e (3.1.7). Essa igualdade ndo é acidental. Examinando a verossimilhanga (5), vemos que o
Gltimo termo entra com sinal negativo. Maximizar a Equagio (5) € o mesmo que minimizar esse termo, que &

Jjustamente o que faz a abordagem dos minimos quadrados, como se pode ver na Equagdo (3.1.2).
Substituindo na Equagdo (11) os estimadores de méxima verossimilhanga (= MQO) e simplificando, obte-
mos o estimador de méxima verossimilhanca para & como

&= 2 Y0~ b - XY
=2 Y- b - hxy (14)
=1y4

Com base na Equacdio (14) fica 6bvio que o estimador de méxima verossimilhangad” difere do estimador de
MQO & = [1/(n - 2))3_ ii}, que como j4 foi demonstrado no Apéndice 3A ¢ um estimador ndo viesados
de 0. Assim, o estimador de mixima verossimilhanga de o é viesado. A magnitude desse viés pode ser de-
terminada com facilidade do seguinte modo:

Tomando-se a esperanga matemédtica da Equacdio (14) de ambos os lados, obtemos
1 ..
E(@@%) = ;s(zu,’)

= ("‘2)a’ usando a Equaglo (16) da Seglo 3A.5 as)
A do Apéndice 3A

22
n

que mostra que &° ¢ viesado para baixo (isto ¢, subestima o verdadeiro o) em amostras pequenas. Note que
quando », o tamanho da amostra, aumenta indefinidamente, o segundo termo na Equagdo (15), o fator de viés,
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GABARITO - QUESTAO 2:

GUJARATI, D.N.; PORTER, D.C. Econometria bésica. 5.ed. Porto Alegre: AMGH,
2011, Cap.16, p. 590-595.

Os dados em painel sdo frequentemente analisados usando modelos de efeitos fixos. No
entanto, alguns pesquisadores podem optar por estimar modelos pooled sem considerar a
presenca de efeitos fixos. Com base em Guijarati e Porter (2011):
a) Explique as consequéncias da estimacao de modelos Polled na presenca de efeitos
ndo observaveis, invariantes no tempo.
b) Formalize 0 modelo de Minimos Quadrados com variaveis dummy para efeitos
fixos.
c) Discorra sobre os problemas que podem ser gerados pela estimacdo de Minimos
Quadrados com a adi¢do de variaveis dummy para efeitos fixos.

Respostas:

Alternativa a:

De acordo com Guijarati e Porter (2011), uma hipotese importante do modelo classico de
regressdo linear e que ndo haja correlagdo entre os regressores e 0 termo de erro. Para
entender como o termo de erro pode estar correlacionado com 0s regressores considere
que o modelo correto inclui uma variavel que mensura a qualidade gerencial ou filosofia

gerencial, M;;:

CTie = B1 + B2PFy + B3LFy + BaMyr + uye, (16.3.2)

Das variaveis incluidas na Equagdo (16.3.2), apenas a variavel M e invariante no
tempo (ou constante no tempo), porque varia entre os individuos, mas é constante ao
longo do tempo para determinado individuo (empresa aérea).

Embora seja invariante em termos de tempo, a variavel M ndo e diretamente
observavel e, portanto, ndo podemos medir sua contribuicdo para a funcdo de custo.

Podemos, entretanto, fazer isso indiretamente, se escrevermos a Equagéo (16.3.2) como:

CTit = By + BoPFye + B3LFy + a; + uy, (16.3.3)

em que «a;, chamado efeito nao observado, ou heterogeneidade, reflete o impacto de M
sobre o custo. Note que por simplicidade mostramos apenas o efeito nao observado de M
sobre o custo, mas na realidade pode haver mais efeitos ndo observados, por exemplo, a
natureza da propriedade (privada ou publica), se uma empresa e de capital aberto ou

fechado, se 0 CEO e homem ou mulher etc. Embora tais variaveis possam diferir entre os
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individuos (empresas aéreas), provavelmente permanecerdo as mesmas para um dado
individuo sobre todo o periodo da amostra.

Uma vez que «; ndo e diretamente observavel, por que ndo considera-la aleatoria e inclui-
la no termo de erro u;;, e considerar o termo de erro v;; = a; + u;? Agora escrevemos

a Equacdo (16.3.3) como:

CTiye = By + B2PFic + B3LFyp + vy, (16.3.4)

Mas se o termo «;, incluido no termo de erro v;; esté correlacionado com qualquer um
dos regressores na Equacdo (16.3.4), temos uma violacdo de uma das hipdteses principais
do modelo classico de regressao linear - ou seja, que o termo de erro nao esta
correlacionado com os regressores. Como sabemos, nessa situagao, as estimativas de
MQO néo sdo apenas tendenciosas, mas também inconsistentes.

Ha uma possibilidade real de que o «; ndo observavel esteja correlacionado com
um ou mais regressores. Por exemplo, a direcdo de uma empresa aérea pode ser perspicaz
o0 suficiente para comprar combustivel na bolsa de futuros, a fim de evitar severas
flutuacBes de preco. Isso tera o efeito de reduzir o custo dos servicos de transporte aereo.
Como resultado dessa correlagdo, pode-se mostrar que cov (v, vis) = 62; t # s, que é
diferente de zero, €, portanto, a heterogeneidade (ndo observada) induz a autocorrelagéo

e teremos de prestar atencdo nisso.

Alternativa b:
O modelo de minimos quadrados com varidveis dummy para efeitos fixos

(MQVD) conta com a heterogeneidade entre individuos:

CTit = By + B2PFie + B3LF + vy, (16.3.4)

Observe que colocamos o subscrito i no termo de intercepto para sugerir que 0s
interceptos das seis empresas aéreas podem ser diferentes. A diferenca pode ser devida a
aspectos especiais de cada uma, como estilo gerencial, filosofia gerencial, ou tipo de
mercado que cada organizacéo esta servindo.

Na literatura especifica, 0 modelo (16.4.1) e conhecido como modelo (de regresséo) de
efeitos fixos (MEF). O termo “efeitos fixos” deve-se ao fato de que, embora o intercepto possa

diferir entre os individuos (no caso, seis empresas aéreas), o0 intercepto de cada individuo ndo
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varia com o tempo; ele e invariante no tempo. Note que, se tivéssemos de escrever o intercepto
como fJ >|ele sugeriria que o intercepto de cada individuo e variante no tempo. Podemos observar
que esse modelo dado na Equacdo (16.4.1) pressupbe que os coeficientes (angulares) dos

regressores ndo variam entre individuos nem com o tempo.

Alternativa c:
A estimacao de Minimos Quadrados com variaveis dummy para efeitos fixo pode gerar
varios problemas: Primeiro, a introducdo de variaveis dummies demais pode gerar
problemas de falta de graus de liberdade. Segundo, a adi¢do de diversas dummies no
modelos, tanto individuais quanto interativas ou multiplicativas pode resultar em
multicolineariedade, o que pode dificultar a estimacao exata de um ou mais parametros.
Em terceiro lugar, a estimacdo de Minimos Quadrados com variaveis dummy para
efeitos fixo pode ndo ser capaz de identificar o impacto das variaveis que ndo mudam ao
longo do tempo. Suponha que desejemos estimar uma funcdo de salario para um grupo
de trabalhadores utilizando dados em painel. Além do salario, uma fun¢éo de salario pode
incluir idade, experiéncia e educacdo como variaveis explanatorias. Suponha que também
desejemos incluir o género, cor e raca como variaveis adicionais do modelo. Uma vez
que essas variaveis ndo mudardo com o tempo para um individuo, a abordagem de
Minimos Quadrados com variaveis dummy para efeitos fixo pode ndo identificar o
impacto dessas varidveis invariantes no tempo sobre o salario. Em outras palavras, 0s
interceptos especificos a um sujeito absorvem toda a heterogeneidade que possa existir
nas variaveis dependentes e explanatoria.
Quarto, supomos que o termo de erro segue as hipéteses classicas. Porém, existem
diversas possibilidades, entre as quais:
1. Podemos considerar que a variancia de erro é a mesma para todas as unidades
de corte transversal, ou podemos considerar que ela é heterocedastica.
2. Para cada individuos, podemos supor que ndo haja autocorrelacdo ao longo do
tempo.
3. Durante algum tempo, € possivel que o termo de erro de um individuo esteja
correlacionado com o termo de erro de outro. Ou podemos supor que ndo haja

correlagéo.

Existem ainda outras complica¢Ges. Aceitar uma ou mais dessas possibilidades

tornara a analise muito mais complicada.
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GABARITO — QUESTAO 3:

WOOLDRIDGE, J.M. Introducéo a Econometria: Uma Abordagem Moderna. 6.ed.

Sdo Paulo: Thomson, 2016, Cap.16.

O seguinte modelo de equagdes simultaneas impde a condicao de equilibrio de que a
oferta € igual & demanda de moradias em uma cidade:

Qi=0ay+a;P+aY +uy

Qo = Bo+ B1P + B2C +uyp

Em que:
Q, é a quantidade demandada de moradias

P é o preco das moradias

Y é arenda média dos consumidores da cidade
u, € o termo de erro da equacéo de demanda
Qo € a quantidade ofertada de moradias

C é o custo médio de construcao

U, € o termo de erro da equacao de oferta

Responda:

(a) Suponha que exista disponibilidade de dados sobre Q, P,Y e C. Como os parametros
das equacgdes de demanda e oferta podem ser estimados pelo método de minimos
quadrados em dois estagios?

No primeiro estagio, deve-se regredir P contra todas as variaveis exogenas (Y e C) e
obter os valores de P.

P=yy,+viY +y,C+v

No segundo estagio, utilizar os valores preditos de P (P) nas equagdes originais e
estimar os parametros por MQO ou VI.

Equacéo de demanda: Q = ay + a; P + a,Y + uy

Equacéo de oferta: Q = B, + 1P + ,C + uy

(b) Quais variaveis podem ser usadas como instrumentos para P nas equacdes de oferta e
demanda?

e Aequacdo de demanda esta identificada se houver pelo menos uma varidvel exégena
que afete a oferta, mas ndo a demanda. Nesse caso, C (custo de constru¢do) pode
servir como instrumento para P.

e A equacdo de oferta esta identificada se houver pelo menos uma variavel exégena que
afete a demanda, mas ndo a oferta. Nesse caso, Y (renda média) pode ser usado como
instrumento para P.

e Outra possivel resposta é P, que é uma combinagdo linear entre C e Y, e também
pode ser utilizado como instrumento para P nas equacgdes de oferta e demanda.
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