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RESUMO

O modelo FitzHugh-Nagumo é um modelo que simula o comportamento do potencial elétrico
da membrana do neurdnio, que € responsavel pela conducdo do impulso nervoso através da
membrana neural. Neste trabalho s&o estudados dois modelos adaptados do modelo de
FitzHugh-Nagumo, um sendo um modelo de mapa generalizado e outro sendo o modelo de
FitzHugh-Nagumo considerando o efeito do campo elétrico. Além disso, 0 mapa generalizado
¢ investigado com um forcamento periddico. Para os dois modelos adaptados foram
construidos diagrama de Lyapuvov, diagramas isoperiodicos, diagramas de bifurcacdo e
bacias de atracdo. Os resultados evidenciaram a formac&o de estruturas periodica imersas no
caos, estruturas do tipo camardo no caso do mapa generalizado e a ndo alteracdo do atrator

com a variacao das condigdes iniciais, com excecao dos valores em que o sistema diverge.

Palavras-chave: Modelo de FitzHugh-Nagumo. Mapa generalizado. Diagrama de bifurcacao.
Diagrama de Lyapuvov. Diagrama isoperiédico.



ABSTRACT

The FitzHugh-Nagumo model is a model that simulates the behavior of the electrical potential
of the neuron membrane that is responsible for conducting the nerve impulse across the neural
membrane. In this work, two adapted models of the FitzHugh-Nagumo model are studied, one
being a generalized map and the other being the FitzHugh-Nagumo model considering the
effect of the electric field. In addition, the generalized map is investigated with a periodic
forcing. For the two adapted models, Lyapunov diagram, isoperiodic diagrams, bifurcation
diagrams, and basins of attraction were constructed. The results showed the formation of
periodic structures immersed in chaos, shrimp-like structures in the case of the generalized
map, and no change of the attractor with the variation of initial conditions except for the

values that the system diverges.

Keywords: FitzHugh-Nagumo model. Generalized map. Bifurcation diagram. Parameter
space. Isoperiodic diagram.
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INTRODUCAO

O sistema nervoso é responsavel por receber e transmitir informagdes utilizadas no
funcionamento do corpo. Essas informac6es podem ser provenientes de estimulos externos ou
internos ao corpo, por exemplo, a pressdo arterial (estimulo interno) e um odor de perfume
(estimulo externo). O sistema nervoso é composto basicamente por células neuronais e gliais.
As células gliais sdo responsaveis pela manutencéo da fungdo neural através do transporte de
substancias nutritivas e também sdo responsaveis por processos toxicos que resultam na morte
de neurdnios, ou seja, as células da glia sdo fundamentais em mecanismo de reorganizacdo e
recuperacdo neural [1]. As células neuronais, ou neurdnios, sdo as células base do sistema
nervoso, pois desempenham o papel de transmitir e receber as informagdes de um neurdnio
para 0 outro ou também para 6rgdos que executam o comando de acordo com a informacéo
[2].

Dado a importancia dos neurdnios para o sistema nervoso, pesquisas sobre eles sdo
desenvolvidas ha muito tempo. Um dos primeiros modelos desenvolvidos para simular as
dindmicas do neurénio foi o modelo de Hodgkin-Huxley. Desde o desenvolvimento desse
modelo, em 1952, varios modelos foram elaborados que o utilizaram como base [3]. Grande
parte destes modelos se baseiam na mudanca do potencial elétrico da membrana do neur6nio
causada por estimulos. A maioria deles sdo formados por equacdes diferenciais ordinarias a
tempo continuo, porém pesquisas recentes apresentam modelos matematicos neuronais a
tempo discreto. Como exemplo, 0 mapa de Rulkov reproduz dindmicas de spiking (uma
rapida alteracdo no potencial elétrico da membrana) e bursting (uma rajada de spikes) [4].

A caracterizacdo de comportamentos cadticos e/ou regulares em fenbmenos
bioldgicos é explorado pela Dindmica N&ao-Linear, dado a forma dos modelos matematicos
que descrevem esses fendmenos [5].

Dentro do contexto da Dindmica N&ao-Linear, essa dissertagdo visa explorar as
dindmicas de dois modelos matematicos baseados no modelo de Fitzhugh-Nagumo, um
modelo de mapa generalizado e um modelo com campo elétrico. Com isso, tem-se como
objetivo identificar regiGes com comportamentos cadticos, quase-periddicos e periddicos para
0s parametros analisados dos dois sistemas.

O capitulo 1 ird apresentar uma breve revisdo tedrica da fisiologia dos neuronios,
qual o mecanismo que regula as alteracdes do potencial da membrana e o que é um potencial
de acdo. A descricdo dos modelos neuronais de Hodgkin-Huxley, FitzHugh-Nagumo e os

utilizados neste trabalho é feita no capitulo 2. Para a andlise da dindmica dos sistemas
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baseados no modelo de FitzHugh-Nagumo foram utilizadas ferramentas como diagrama de
Lyapuvov, diagrama de bifurcacdo, diagramas isoperiodicos e bacias de atracdo. No capitulo
3 sdo abordadas essas ferramentas e alguns conceitos basicos como atratores e 0 expoente de
Lyapunov. No capitulo 4 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos do modelo de
mapa generalizado e do modelo de FitzHugh-Nagumo com campo elétrico. Os resultados
numericos consistem em espacos de pardmetros, diagramas de bifurcacdo, diagramas

isoperiodicos e bacias de atracdo. Por fim, sdo apresentadas as conclusdes desse trabalho.

16
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1. NEURONIOS

Neste capitulo sdo apresentados conceitos basicos acerca de neurdnios e sua fisiologia.
Sera abordado brevemente como ocorrem o0s estimulos e como estes sdo recebidos pelos

neurdnios.

1.1. Fisiologia dos neurdnios

Os neur6nios sdo células que tem o papel de receber, processar e enviar informacoes
por meio de impulsos nervosos, e podem ser considerados como a unidade bésica da estrutura
do sistema nervoso. No sistema nervoso humano existem aproximadamente 86 bilhdes de
neurodnios [6].

Existem diversos tipos de células neurais no sistema nervoso, mas em geral a estrutura
(veja Figura 1.1) pode ser dividida em quatro partes:

e Corpo celular: Local do neurdnio onde estd presente o nucleo, grande parte das
organelas celulares de onde partem os prolongamentos dessa célula;

e Dendritos: envia 0 impulso nervoso até o corpo celular e na maioria das vezes efetua a
comunicacdo entre 0s neurénios por meio de sinapses;

e Axo0nio: responsavel pelo processamento das informagdes vindas dos dendritos e
conducéo do impulso nervoso para outras células;

e Bainha de mielina: serve para aumentar a velocidade da conducédo do potencial de acéo

(é uma alteracdo rapida na polaridade da tensao elétrica da membrana celular).

Nucleo celular
Corpo

celular \ V/ L
y I .

p 1 mpUISO N@l’v"

’ (\NA) So

Dendrito/

Axonio

Bainha de
mielina

Figura 1.1: Estrutura de um neurdnio. Retirado da referéncia [7].
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1.2. Potencial da membrana

Em todas as células do corpo existem potenciais elétricos através de suas membranas e
no caso de células nervosas, como 0 neurdnio, esses sdo capazes de gerar impulsos
eletroquimicos que se modificam rapidamente em suas membranas. Basicamente as
membranas sdo formadas por uma bicamada fosfolipidica que separa a parte interna da célula
(citoplasma, nucleo) do meio extracelular [8].

A composic¢do quimica do interior e o exterior de uma célula é basicamente igual,
porém ha& uma concentracdo diferente dos componentes do meio interno e externo. A
membrana além de separar 0s meios, pode permitir, quando necessario, a entrada de
substancias do meio mais concentrado para 0 meio menos concentrado. Este transporte de
substancias de um meio para 0 outro é realizado por estruturas imersas na membrana
chamadas de canais idnicos [8].

Os canais idnicos (veja Figura 1.2) sdo responsaveis por selecionar substancias que
entram ou saem das células. No caso de um canal i6nico do tipo catiénico, sdo transportados
fons positivos, ja que o canal é revestido de carga negativa. No canal anibnico séo
transportados ions negativos, ja que o canal é revestido de carga positiva. Esses ions
transportados podem ser fons de sédio Na*, potassio K*, calcio Ca™e cloreto Cl~. Devido ao
transporte destes ions ha um movimento das cargas negativas e positivas para dentro e fora da
célula que geram uma mudanca no potencial elétrico, mecanismo este que é denominado de

potencial da membrana [8].

Exterior Comporta Na+* Na*
fechada ! ’
4 . Comporta
- 2 - \‘ _. aberta
~ - = -
_ A
= = S0 _
- ‘ —
- - [
'
Interior *

Figura 1.2: Transporte de ions de sddio. Retirado da referéncia [8].
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1.2.1. Potencial de acdo

Normalmente as células estdo em equilibrio (neutras), ou seja, para cada ion negativo
h& um ion positivo que o neutraliza na sua membrana, situacéo essa denominada de potencial
de equilibrio. Porém, os neurdnios sdo células ditas auto-excitaveis e podem alterar essa
diferenca de ions para ocasionar uma diferenca de potencial. Quando um neurénio muda
rapidamente (na ordem de milissegundos) do seu estado de repouso para um estado que gera
uma diferenca de potencial negativa, para uma positiva e negativa novamente, é denominado
de potencial de acéo [8, 9].

O neur6nio quando se encontra em repouso tem sua membrana polarizada, isto €, a
parte intracelular do neurdnio possui uma maior concentracdo de ions negativos, portanto a
membrana esta eletronegativa. O potencial da membrana do neurénio é de aproximadamente
—90mV a —70 mV quando em repouso. Ao aplicar um estimulo externo (cheiro, sabor,
emocdo, etc.) a membrana sofre uma mudanca de funcdo, que produz uma diferenca de
potencial suficiente para que ocorra um potencial de acdo. Este potencial de acdo, ou impulso
elétrico, é transmitido a toda a célula, que conduz a informacédo para outras células ou érgdos.
Neste caso o potencial de acdo faz com que o potencial da membrana va até um valor de
30 mV abrindo os canais idnicos para o transporte de fons de Na*. Porém, como no potencial
de acéo o valor deve voltar ao negativo, sdo fechados os canais que transportam Na* e abertos
0s canais ionicos de potassio K*, fazendo com que o potencial da membrana volte a pelo
menos —70 mV [8, 9].

Outro mecanismo importante que ocorre durante o potencial de acdo é o limiar de
acao. Este mecanismo ndo permite que ocorram potenciais de acdo se ao entrar ions de sodio
Na* o potencial da membrana ndo aumente ao menos 15 a 30 mV, ou seja, o potencial da
membrana deve sair pelo menos de —70 mV para —55 mV [8]. Portanto, o limiar de acéo
evita que ocorram pequenos estimulos ocasionados, por exemplo, pelo toque do ar ambiente

na pele.
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2. MODELOS DE NEURONIO

Neste capitulo serdo abordados alguns modelos matematicos que descrevem o
comportamento de um neurénio. Destes modelos, dois foram utilizados para obtencgédo
de resultados nesta dissertacdo. Estes sdo os modelos de mapa generalizado do modelo
de neurdnio de FitzHugh-Nagumo e o de FitzHugh-Nagumo na presenca de um campo
elétrico. Para o caso do mapa generalizado foi considerado 0 mapa com e sem

forcamento.

2.1. Modelo de Hodgkin-Huxley

O modelo de Hodgkin-Huxley é um modelo que foi elaborado em 1952 para
descrever como surgem e sdo propagados os potenciais de acdo. O modelo é um
conjunto de quatro equacdes diferenciais ndo lineares independentes do tempo, sendo
que nesse modelo a membrana assume o papel de um capacitor que pode alterar o
potencial elétrico de acordo com a corrente elétrica aplicada. O modelo também serviu
para quantificar a dependéncia da condutancia de s6dio Na e potéssio K com o
potencial da membrana e o tempo [10].

No modelo, a primeira das quatro equacdes descreve o potencial da membrana e
como a diferenca de potencial elétrico se comporta dentro do neurénio, e que depende
das outras equacdes que descrevem as variaveis de ativacdo de sédio e potassio, m e n,
e da varidvel de inativacdo do sodio, h [10]. Na figura 2.1 temos o circuito elétrico

proposto por Hodgkin e Huxley e que é descrito pelo seguinte modelo matematico:

av — — —
sz = gkn4 (Ek - V)+gNam3h(ENa - V) + gl(El - V) + Ie(t)’

= 0, (V)1 =) = B (),
2 = @ (V)1 —m) = fr(V)m, )
= =@, (V)(1 = h) = B (V)h.

O sistema (2.1) € um conjunto de equacdes que descreve um circuito resistor-capacitor
(RC), sendo que em um neurbnio o parametro c,, representa a capacitancia da
membrana, V é o potencial da membrana, I € uma corrente elétrica externa aplicada ao

neuronio. Ey, Ey,, E; correspondem ao potencial de Nerst (¢ a tensdo elétrica que
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mantém o sistema em equilibrio) dos fons K*, Na* e [, que pode ser o cloro Cl~ ou
outro ion. gy, gna € g; S80 as condutdncias maximas das membranas dos respectivos
ions. Os a’s e B’s sdo, respectivamente, 0 nimero de vezes por segundo que um canal

fechado se abre e que um canal aberto se fecha.

Externo |
4 Ins [ I
I
. | ]
o gy
M
I s e Rna Rk R
| - + +
] —_ -
+ Wi |EN1 TEK .|-EL
Interno
Figura 2.1: Circuito RC utilizado por Hodgkin-Huxley com R; = gi, Ryg = gi e
k Na

1 _ A
R, = . Retirado da referéncia [10].
l

2.2. Modelo de FitzHugh-Nagumo

O modelo de neurdnio de FitzHugh-Nagumo foi proposto inicialmente em 1961
por Richard FitzHugh. Em 1962 J.S Nagumo representa o modelo num circuito elétrico
(veja Figura 2.2). O modelo é uma simplificacdo de um modelo mais realistico, que é o
de Hodgkin-Huxley, e consiste em duas equacdes diferenciais ndo lineares descritas da

seguinte forma [11, 12]:

av

V3
LSV m = W Ly (D),

(2.2)
d
=c(aV+b-W).
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V' é a varidvel que corresponde a tensdo elétrica através da membrana celular e esta
relacionada com os ions Na*. A variavel W representa a recuperacéo do repouso pela
membrana ap6s um potencial de acdo. I.,; é a corrente elétrica externa que representa
um estimulo externo ao neurénio e € uma variavel de entrada arbitraria definida em
fungéo do tempo. Os pardmetros a, b e t ndo tem sentido fisioldgico e foram inseridos

nas equacdes para ajusta-las aos resultados experimentais.

[ |
il
w4
Ce= .l | ' v
En‘T’f R

Figura 2.2: Circuito utilizado por J. S. Nagumo. Retirado da referéncia [13].

2.2.1. Mapa generalizado baseado no modelo de FitzHugh-Nagumo

Grande parte dos modelos de neurénios sdo descritos por equacdes diferenciais
ordinarias que representam o potencial na membrana do neurdnio e a dindmica dos
canais ibnicos. Modelos de neurdnios descritos por equacdes a tempo discreto, ou
mapas, ainda sao recentes, porém, devido a sua simplicidade matematica, necessitam de
um menor tempo para obtencdo de resultados numéricos [3].

Na referéncia [14] é proposto um modelo de mapa generalizado baseado no
modelo de FitzHugh-Nagumo. No modelo de mapa séo obtidos dinamicas de bursting e
dindmicas caoticas. O modelo é obtido utilizando as equacbes (2.2) e aplicando o
método de Euler para aproximacdo da solucdo de equagdes diferenciais. Como no
método de Euler a solucéo é obtida por meio de iteragdes, temos um sistema FitzHugh-

Nagumo a tempo discreto da seguinte forma:

Vn3
Vg1 =V +6 Vn—Wn—?'FI
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= (14 8)V, +8(~W, — 4 1),
2.2)

o
Wit = Wn"';(avn'i'b_wn)

- (1—§)Wn+§(avn+b),

sendo & 0 passo de integracao no intervalo de 0 < § < 1. Substituindo Ve W por x e y,

respectivamente, e também fazendo as seguintes substituicdes,

) )
k1 = (1 + 6), kz = 6, k3 = (1 _;), k4_ = ;, (23)

obtém-se 0 mapa generalizado, escrito da seguinte forma:

3
X1 = Ky + Ky (== =y + 1),
(2.4)

Yn+1 = ksyn + ky(ax, + b).

O mapa generalizado ndo é limitado pelas defini¢ces (2.3) do sistema original e é capaz
de reproduzir dindmicas de spiking similares ao do modelo original, que sera
evidenciado no capitulo 4. Portanto, podemos interpretar o sistema (2.2) como um caso

especial do mapa generalizado.

2.2.2. Mapa generalizado com um forgamento externo

De forma genérica, pode-se escrever as equacdes de um mapa bidimensional

forcado da seguinte maneira [15]:

Xn41 = f(an Yo, Hn)a
Ve = 9(Xn, V), (2.5)
0,41 = 0, + w (mod 1),

onde, X e Y séo as variaveis do sistema ndo forcado, f e g sdo fungdes, 8 representa

uma fase discreta que estd compreendida no intervalo de [0,1) e w é a frequéncia
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angular do forcamento. No caso de w ser um racional, o forcamento é dito periddico,
enquanto para w irracional o forcamento é dito quase-periddico.

Considerando o mapa generalizado sem forcamento (2.4) e somando um termo
de forcamento e cos(2m6,) na primeira equacdo, podemos escrever 0 mapa
generalizado forcado como

3
Xne1 = kyx, + ky (—% — Y+ I) + € cos(2m6,,) ,
Yn+1 = K3yn + ky(ax, + b), (2.6)
0,41 =0, + ®w (mod 1).

€ representa a amplitude do forcamento.

2.2.3. Modelo de FitzHugh-Nagumo com campo elétrico

Foi visto no capitulo anterior, que neurbnios sdo células que estdo carregadas de
fons de potassio K*, sédio Na* e cloro Cl~. Estes ions séo transportados pelos canais
ibnicos do meio extracelular e intracelular de acordo da necessidade da fungcdo que o
neurdnio ird exercer. Como resultado, o potencial da membrana sai do equilibrio e
podemos considera-la como uma superficie carregada.

Com isso, pode-se descrever qual o campo elétrico dessa superficie carregada.
Utilizando [16] como referéncia para determinar o efeito aproximado do campo elétrico
produzido por um neur6nio, iremos fazer as seguintes consideracfes: (i) A membrana
do neurdnio terd uma distribuicdo de cargas g uniforme; (ii) A superficie da membrana
tem a forma de uma grande placa com area A; (iii) A constante dielétrica do meio € &;;
(iv) A célula tem uma forma esférica com raio r. Dado essas considera¢Ges pode-se

definir a intensidade do campo elétrico préximo a membrana como:

E=—21 =2, 2.7)
281A 251

Para o potencial elétrico da membrana temos:
V =71E. (2.8)

Considerando o modelo de neurbnio de FitzHugh-Nagumo simplificado na
forma [11, 17]:
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dx 3

x
E_x_?_y'l_lext’ (2.9)

dy _ 4 l;
S =ax +b'y+c,
com x e y descrevendo o ativador (potencial na membrana) e inibidor (fluxo de i6ns),
respectivamente. a', b’ e ¢ sdo pardmetros e I, um estimulo externo. Pode-se
reescrever o sistema (2.9) para considerar o efeito do campo elétrico do neurénio
usando as equacoes (2.7) e (2.8) da seguinte forma [16]:

dx 3

x
E:x_?_y+lext’

dy
d—=a’x+b’y+c+AV
t (2.10)

=a'x+b'y+c+rE,

dE. 1 dq _
dt ~ 2e5,Adt Y.

d , : e
Dado que k=1/(2¢4) e y = d—ct’. Além disso, o campo elétrico intrinseco do

neurbnio é modificado pelo campo elétrico externo, E,.,;. Logo, as equacdes que

descrevem a dinamica de um neurdnio sob efeito de um campo elétrico baseado no
modelo de FitzHugh-Nagumo séo [18, 19]:

dx 3

x
sz_?_y'i'lext’

dy
i ax+b'y+c+rE, (2.11)

dE
E == ky + Eext-
Os conjuntos de equacdes (2.4), (2.6) e (2.11) s&o utilizados para a obtenc¢do dos

resultados numéricos no capitulo 4.
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3. REVISAO TEORICA

Neste capitulo sera feito uma breve revisdo de conteldos e conceitos essenciais
nessa dissertacdo. Assim, serdo apresentas as definicbes de mapa, fluxo, atratores,
sensibilidade as condicOes iniciais, expoente de Lyapunov, diagrama de bifurcacéo,

diagrama de Lyapunov, diagrama isoperiédico e bacia de atracéo.
3.1. Sistemas Dinamicos

Os estados de muitos sistemas fisicos, bioldgicos, quimicos, sociais e
econdémicos podem ser previstos até certo tempo conhecendo as leis que regem seu
comportamento e seu estado inicial, que sdo as caracteristicas que definem um sistema
dindmico [20]. Portanto, um sistema dindmico pode ser descrito por um grupo de
equacOes que demonstram a evolucdo temporal dos estados do sistema para certa
condic&o inicial. Dependendo do sistema, o tempo pode ser tratado nas equagfes como
uma variavel discreta (mapa) ou continua (fluxo). Considerando o caso de um fluxo, no
qual o estado do sistema € composto por n variaveis, pode-se descrever o sistema por n

equacdes diferenciais ordinarias, autbnomas, de primeira ordem, como

€Y)

dflt = F (x®,x®, .., x™),

df:) =F, (x(l),x(z), ...,x(”)), (3.1)
(n)

dflt = Fn(x(l),x(z), ...,x(”)).

Utilizando notagéo vetorial, as equacdes diferenciais podem ser dadas por:

x(t)
=2 = F(x(1)), (32)

sendo x um vetor de n dimens@es e F uma funcao de x. Considerando um estado inicial
x(0), as equagdes representam um sistema dindmico, pois podemos obter as solucdes
das equac0es e definir o estado x(t) paraumt > 0.

Ha trés formas de se resolver as equagdes que descrevem o comportamento do

sistema: Por técnica analitica, quando se integram analiticamente as equacdes
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diferenciais obtendo as solu¢es em termos de formulas gerais (porém sdo poucos 0s
sistemas de tempo continuo que se pode obter a solu¢do analitica); Por técnica
numerica, que utiliza computadores para obter solugfes especificas para certo conjunto
de parametros e condicdes iniciais; E pelaa técnica qualitativa, que utiliza calculos
analiticos simples para fornecer pistas do comportamento do sistema. Basicamente se
determinam solucdes assintéticas do sistema, ou seja, 0s possiveis estados do sistema
quando t — o [21].

Utilizando as solucgdes de um sistema dindmico € possivel analisar a evolucédo
temporal via espaco de fase. A figura 3.1 mostra o espaco de fase de um fluxo iniciado

num estado inicial x(0) até um estado x(t) para o0 caso em que n = 3.

0
x() w0 1)

Figura 3.1: Orbita de um espaco de fase tridimensional (n = 3). Retirado da referéncia
[20].

No caso de mapas, 0 tempo assume valores inteiros, e de forma analoga ao
fluxo, as equacdes que descrevem o sistema podem ser escritas da seguinte forma

vetorial [20]:

Yer1 = M(Ye), (3.3)
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sendo que y, é um vetor n dimensional (y,y?, ...,y™) e M uma fungéo da variavel

y:. A evolucdo temporal dos estados do sistema pode ser obtida através das sucessivas
iteracOGes do sistema, ou seja, a solucdo atual é obtida através do resultado da solugéo
anterior, partindo de uma condicéo inicial y,. Portanto, para 0 primeiro passo em que
t=1 se obtétm o estado y, = M(y,), em t=2 se obtém y, =M(y,) e assim
sucessivamente. A trajetoria (ou Orbita) no espaco de fase do sistema é gerada pelo

conjunto dos pontos yg, y1, Yz, -

3.2. Atrator

Os sistemas dinamicos podem ser categorizados como sistemas dissipativos ou
conservativos. Através da andlise de um fluxo no espaco de fases via teorema de
Liouville € possivel saber se o sistema é conservativo ou dissipativo, observando a
evolucéo do hipervolume n dimensional no espaco de fases através do tempo e partindo
de uma condicdo inicial. Se o fluxo mantiver constante o volume no espaco de fases o
sistema é dito conservativo. Caso o volume no espaco de fases diminua com o tempo o
sistema € dito dissipativo. Para sistemas dissipativos as trajetorias formadas pela
evolucdo temporal dos seus estados, quando ndo divergem, convergem para certas
regides limitadas no espaco de fases, denominada de atrator, que é um conjunto fechado
de pontos invariantes no tempo [21].

No caso de sistemas dindmicos continuos, autbnomos e tridimensionais,

podemos ter os seguintes tipos de atratores:

— Ponto de equilibrio: é um ponto no espaco de fases cuja dindmica do sistema
converge e independe do tempo;

— Atrator periddico ou ciclo limite: é um conjunto de valores em que a dinamica
do sistema converge demonstrando uma trajetéria periédica (movimento periédico) no

espaco de fases;

— Atrator quase-periddico (Torus): exibe uma dindmica quase-periddica que tem
duas frequéncias fundamentais independentes. Situacdo que surge quando as Orbitas
nunca se fecham sobre si mesmas, entretanto, ndo apresenta sensibilidade as condicbes

iniciais;
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— Atrator ca6tico: apresenta sensibilidade as condigdes iniciais, ou seja, a distancia
entre duas Orbitas cresce exponencialmente, mas o atrator ocupa um volume limitado no

espaco de fases.

3.3. Sensibilidade as condices iniciais e Expoente de
Lyapunov

Sistemas dindmicos cadticos sdo caracterizados por possuir uma divergéncia
exponencial de trajetorias com condigdes iniciais préximas, que se denomina
sensibilidade as condicdes iniciais. A taxa de afastamento entre as trajetérias pode ser
obtida utilizando os expoentes de Lyapunov [21]. A figura 3.2 apresenta a evolucgdo
temporal de duas Orbitas com condic¢Bes iniciais proximas, x;(0) e x,(0) = x,(0) +
A(0), no espaco de fase para as Orbitas x,(t) e x,(t) apés um tempo t (continuo). A
separagdo entre as Orbitas evolui de A(0) para A(t) = x,(t) — x,(t). Caso a diferenca
entre as Orbitas A(t) cresga exponencialmente com o tempo, ou seja, |A(t)| = A(0)e?,
com A 0 expoente de Lyapunov maior que zero, é dito que o sistema apresenta
sensibilidade as condicBes iniciais e é cadtico [20]. Devido a essa sensibilidade,
fendmenos que apresentam uma dindmica cadtica podem se tornar imprevisiveis em
longo prazo, pois pequenos erros nas solugdes podem crescer exponencialmente com o
tempo. Mesmo que se trate de sistemas deterministicos, essa imprevisibilidade em longo
prazo se da ao erro intrinseco de uma medida utilizada para prever um fenbmeno via um

modelo matematico [22].

Xg(-’)

A(r)

x,(0)

x,(0)

Figura 3.2: Evolucéo de oOrbitas proximas no espaco de fase. Retirado da referéncia [20].
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Para se quantificar a taxa de divergéncia das trajetérias num espaco de fase n
dimensional composto de n equagdes diferenciais ordinarias, como o do sistema (2.1),
precisamos obter o expoente de Lyapunov. Para isso, iremos considerar o sistema numa
hiperesfera de condi¢es iniciais centradas no ponto x(t,). Conforme o tempo passa, 0
volume da hiperesfera se deforma, e considerando que ao longo da j-ésima dimensao
(j = 1,2,..,n) o raio inicial r;(t,) varie exponencialmente no tempo de forma que o raio

evolua para um valor r;(t) no instante, teremos
r;(t) = 1;(tp)e 1), (3.3)
que pode ser reescrito como

Infry(6)/7to)] (3.4)

Aj = limg_,q P—rs ,

onde o conjunto dos expoentes de Lyapunov A; € denominado de espectro do expoente
de Lyapunov. Para o caso de o sistema dinamico ser dissipativo, a soma dos j expoentes
de Lyapunov deve ser negativa. Com a excecao de sistemas em que as derivadas de suas
equacOes sdo constantes e que 0 expoente de Lyapunov pode ser obtido algebricamente,
o calculo dos expoentes de Lyapunov € realizado numericamente.

Num sistema continuo tridimensional existem 3 expoentes de Lyapunov, que

podem ser associados aos tipos de atratores da seguinte forma [21]:

o (A4,15,453 < 0): O atrator € um ponto fixo;

e (1 =0;21,,15 <0): O atrator € dito periddico ou ciclo limite;

o (1,1, = 0; 13 < 0): O atrator é do tipo torus;

o (1, >0;1, =0;1; <0): Atrator é cadtico e tem-se 0 maior expoente positivo

(1, > 0), associado a dependéncia sensivel nas condices iniciais.

3.4. Diagrama de Lyapunov

Outra forma de se utilizar os expoentes de Lyapunov € analisar o
comportamento de um sistema observando a variacdo de magnitude de certa quantidade
variando dois pardmetros do sistema. Dessa forma, o diagrama de Lyapunov é um
grafico tridimensional que demonstra bidimensionalmente a variagdo de dois

parametros do sistema associados a um terceiro valor, que nesse caso € 0 maior
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expoente de Lyapunov. No grafico é utilizado gradiente de cores para representar a
intensidade do maior expoente de Lyapunov relacionado ao par de parametros
escolhidos. A variacdo de cores no diagrama de Lyapuvov permite identificar regides
em que um sistema continuo ira possuir atratores do tipo ponto fixo, periddico ou torus
(no diagrama de Lyapunov ndo é possivel diferenciar torus e periodo, dado que em
ambos o0 maior expoente de Lyapunov é nulo), e cadtico. Para o de um sistema discreto,
o diagrama de Lyapunov permite identificar regifes de periodo, bifurcacéo e caos. A
figura 3.3 € um exemplo grafico do diagrama de Lyapuvov para o modelo de mapa
generalizado que é um sistema discreto, no gradiente do amarelo ao vermelho temos
regides com atrator cadtico, em cinza regides periddicas e em preto as regides de

bifurcacédo (regides em que a mudanca no atrator).

Figura 3.3: Diagrama de Lyapunov do sistema (2.4).

3.5. Diagrama de Bifurcacao

O termo bifurcacédo foi inicialmente utilizado por Poincaré em 1885 para tratar
da mudanca qualitativa do atrator de um sistema dindmico conforme um parametro fixo
de controle passa por um valor critico [21].

Portanto, o diagrama de bifurcacdo é uma representacdo gréafica do

comportamento qualitativo do conjunto das érbitas de um sistema dinamico para um
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certo parametro. Para 0 caso de mapas, no diagrama de bifurcacdo sdo plotados os
pontos no qual o sistema converge ap6s determinado nimero de iteragdes. Na figura 3.4
temos o diagrama de bifurcacdo do sistema (2.4) utilizando o pardmetro a como
pardmetro de controle. No caso de fluxos o Diagrama de Bifurcagcdo é construido de
forma analoga, porém os pontos utilizados no grafico sdo os pontos de méximo da

variavel analisada.

0.15 ' ' : : : :
02 01 0 01 02 03 04 05 06

a

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacdo y, X a do sistema (2.4) com os valores de

condigdes iniciais x, = 0,15; y, = 0,39 e parametros b = 0,3; I,,; = 2,0.

3.6. Diagramas Isoperiodicos

Além dos diagramas de bifurcacdo, outra forma de se estudar a mudanca no
comportamento das Orbitas de um sistema dindmico € o uso de diagramas isoperddicos
[23]. O diagrama isoperiddico é construido, no caso do sistema continuo através da
variacdo de dois parametros fixos do sistema pelos nimeros de maximos locais de uma
dada variavel no caso, obtendo assim os periodos das estruturas periddicas num certo
intervalo. Para o sistema a tempo discreto, o diagrama isoperiodico é construido de
forma analoga, porém agora séo contados os periodos dos atratores periodicos. A figura

3.5 representa um diagrama isoperiddico do sistema (2.4).
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Figura 3.5: Diagrama isoperiodico do sistema (2.4).

3.7. Bacia de atracao

Ao analisar os parametros de um sistema é possivel obter informacGes acerca
dos comportamentos do sistema, como visto no diagrama de Lyapuvov que pode
caracterizar regides periodicas e cadticas. Além disso, em alguns casos um sistema
dindmico pode apresentar mais de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel [22].
Ou seja, nesses casos, além da mudanca causada pela alteracdo dos valores do
parametro, pode-se obter uma mudanca no comportamento do sistema ao alterar os
valores das condi¢fes iniciais. Analisar a mudanca da dinamica via os valores da
condigdo inicial permite identificar intervalos de condi¢fes em que a drbita do sistema
diverge.

Para essa analise do comportamento do sistema pela condicdo inicial é
construida a bacia de atragdo. Nesse trabalho, as bacias foram construidas utilizando um
par de pardmetros de controle e analisamos o comportamento do atrator do sistema para
as condicdes iniciais. No caso do atrator foram utilizadas trés cores para caracterizar o
seu tipo. O atrator cadtico é representado pela cor vermelha, periddico preto e situacdes
em que a Orbita diverge branco. Na figura 3.6 temos um exemplo de uma bacia de

atracéo do sistema (2.4).
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X

Figura 3.6: Bacia de atracdo do sistema (2.4). Em vermelho regides com atrator cadtico
e em branco regides sem atrator que a orbita diverge.
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4. RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para o modelo de mapa
generalizado baseado no modelo FitzHugh-Nagumo, o mesmo modelo modificado por meio
de um forcamento externo e o modelo de FitzHugh-Nagumo sob efeito de um campo elétrico.
Os resultados sdo obtidos por meio de métodos computacionais. As ferramentas utilizadas
para se estudar a dindmica séo espagos de parametros, diagramas de bifurcacdo e diagramas
isoperiodicos.

Para a construcdo das figuras dos espacos de parametros foram obtidos os expoentes
de Lyapunov em uma malha quadrada de 500 x 500 pontos igualmente espagados. O
integrador numérico utilizado foi o Runge-Kutta de quarta ordem com um passo fixo de 1072
e um tempo de integragdo de 10° iteragdes para o fluxo, e um nimero de passos na ordem de
10° iteracBes para 0 mapa. Para o célculo dos expoentes de Lyapunov foram utilizadas as
mesmas condicdes iniciais, ou seja, ndo foi seguido o atrator. As cores usadas no gradiente
das figuras estdo associadas ao valor do maior expoente de Lyapunov do sistema ou a
divergéncia do sistema, e as cores sdo branco (divergéncia), cinza (regides de ponto fixo no
fluxo ou regiBes periddicas no mapa), preto (regides periddicas ou ciclos no fluxo) e variacdes
de amarelo, laranja e vermelho (regides cadticas em ambos 0s casos).

Os diagramas de bifurcacdo foram construidos utilizando também o integrador
numérico Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo igual a 1072 no caso do sistemas a
tempo continuo. No caso dos mapas a varidvel observada é o passo de iteracdo x,, apos o
descarte de um transiente de 10° passos e para fluxos é observado os valores de maximos
locais da variavel x apds um descarte de transiente de também 5 x 10* passos.

Da mesma forma, foram utilizadas as mesmas configuracbes do diagrama de
Lyapunov para a construcdo dos diagramas isoperiddicos, com a diferenca de que para 0s
valores dos periodos foi utilizada uma malha de 750 x 750 pontos.

No caso do sistema (2.4), (2.6) e (2.11), os parametros que ndo foram alterados

durante as simulagdes numéricas estdo dispostos na tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Pardmetros fixados durante as simulagcBes numéricas. Valores baseados em [14,

18].

Modelo de FitzHugh-

Mapa generalizado Nagumo com campo
elétrico (2.11)

Sem forcamento (2.4)

k, = 1,0 a =10
k, =1,0 b’ =-1,0
ks =—0,1 c=0,0
k,=0,1 k=10
lexe = 2,0 r=0,1

Com forgamento (2.6)

w=0,1

4.1. Analise dos resultados para o modelo de mapa generalizado

O mapa generalizado (2.4) pode simular comportamentos de descarga de neurdnios
como também apresenta dindmicas cadticas. Analisando a Orbita do sistema e adotando os
valores de a = 0,1, b = 0,3 e comparando com a evolugdo temporal do sistema (2.2), podemos

ver similaridades nas dindmicas na figura 4.1. As condigdes iniciais utilizadas em (2.2) e (2.4)

sdo V(0) = 1,0, W(0) = —0,7 e x, = 0,15, y, = 0,39, respectivamente. Utilizando as mesmas

configuracBes do sistema para figura 4.1 (a), porém alterando o valor do parametro a para 0,5

obtém-se uma dindmica cadtica no mapa generalizado (veja figura 4.2).
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- A ' ‘l | \A !\ rﬂ | “‘ | ! H\\ i f A
2 i ‘\ | 1\ I ¥ i ‘\ l N\ 1 «‘1 l ‘1> e‘ 15 f\ L |\‘ .
(o W O A L A L
15 f| HH || T [ M I \ 1 \ . |
l\"\\‘ ‘ ‘lI‘\‘\J‘ | | \ . J \ ﬁ
! “lm’iw'\'\'hw\iv\'“f"’mﬁ" sy ™ Bl \ wEHR
oos ‘H»\ ' \"“r‘-’ ™ o ’ ‘
MMHM“JM“MW'H”J H 1 }) I
Y T L
| | | l / |
iR PHEEELEEEEE, Sy W
M i s VTV
- 50 60 70 80 90 100 - 0 100 200 300 400 500
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Figura 4.1: (a) Orbita do mapa generalizado (2.4). (b) Evolugdo temporal do modelo de

FitzHugh-Nagumo (2.2) coma =1,0,b =0,7 T =12,5¢€ I, = 0,5.
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60 80 100 120 140 160 180 200

n
Figura 4.2: Orbita com dindmica cadtica do sistema generalizado. Os valores para 0s

expoentes de Lyapunov sdo A; = 0,437 e 1, ~ —2,231.

Outra caracteristica do mapa generalizado apresentado na referéncia [14] é a de o
sistema ser semelhante a um mapa do tipo Hénon. Segundo os autores, essa semelhanca é
devido ao seu atrator estranho (ou caotico) possuir uma estrutura semelhante ao atrator
estranho do mapa de Hénon. Na figura 4.3 é apresentado o atrator cadtico da série temporal na
figura 4.2 ao lado do atrator cadtico do mapa Hénon. O atrator do mapa Hénon, figura 4.3 (b),

foi retirado da referéncia [25].

0,1

Figura 4.3: (a) Atrator cadtico no espaco de fases do mapa generalizado. (b) Um atrator

caotico do mapa Henon.

Para uma anélise geral das dinamicas do mapa generalizado foi construido o diagrama
de Lyapuvov do sistema para o par de pardmetros a x b. As condigdes iniciais adotadas foram
as mesmas em todas as simulacdes do mapa generalizado. As condic¢des iniciais foram

escolhidas arbitrariamente e os valores adotados sdo 0s mesmo da figura 4.1 (a).
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Na figura 4.4 (a) pode-se visualizar o diagrama de Lyapuvov a xb do mapa
generalizado dentro do intervalo —0,2 < a < 0,6 € 0 < b < 8. As cores utilizadas no diagrama
de Lyapunov, como informado no inicio do capitulo, representam a intensidade do valor do
maior expoente de Lyapunov do sistema, 1,. Dado que o sistema é um mapa, as regides em
cinza possuem 0 maior expoente negativo e as Orbitas nessas regifes sdo periodicas. As
regides pretas possuem o maior expoente nulo e as Orbitas estdo passando numa regido de
bifurcacdo, ou seja, hd uma mudanca na dindmica, podendo ser uma duplicacdo de periodo ou
crise. Por fim, as regides com um gradiente de cores do amarelo para o vermelho tém o maior
expoente positivo e as drbitas sdo cadticas. Portanto, o sistema possui uma regido periddica no
centro da parte inferior da figura e na parte superior. Nas laterais e no centro ha regides
cadticas, e no meio dessas regides podem-se notar pequenas estruturas periddicas. Na figura
4.4 (b) temos uma ampliacdo da regido da caixa azul na figura 4.4 (a) para observar com mais

detalhes algumas dessas estruturas.
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8,0

6,0

b 4,0

2,0

-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

(@) &

3,0

25

b 20

15

1,0

-0,20 0,15 -0,10 -0,05 0
(b) a
Figura 4.4: (a) Diagrama de Lyapuvov a x b do mapa generalizado para —0,2<a <0,6 €
0 <b <8. (b) Diagrama de Lyapuvov ampliado na regido —02<a<0 e 1,0<b < 3,0,

dentro da caixa azul da figura 4.4 (a).

Ao delimitar uma linha vermelha no diagrama de Lyapuvov que passa pelas estruturas
periddicas imersas no caos (conforme figura 4.5 (a)), pode-se construir o diagrama de
bifurcacéo para o parametro a, figura 4. 5 (b). Para a construgédo do diagrama de bifurcagéo o

parametro b foi considerado uma funcéo linear do parametro a na forma b(a) = —3,0a + 1,5

39



38

que é equacdo da reta para a linha vermelha na figura 4.5 (a). Analisando o diagrama de
bifurcacdo (veja figura 4.5 (b)), nota-se que na regido periddica central do diagrama de
Lyapunov tem-se uma regido periddica de periodo-3 que surge do comportamento caético a
esquerda por uma bifurcacdo do tipo crise e que ao aumentar o valor de a o sistema vai

retornar ao caos via uma cascata de duplicacdo de periodo a direita.

(@)

(b)

Figura 4.5: (a) Diagrama de Lyapunov do mapa generalizado com a reta do diagrama de
bifurcacdo. (b) Diagrama de bifurcagdo do sistema (2.4) com relacdo a variavel x,, para
-02<a<0,5.
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Na figura 4.6 temos o diagrama isoperiddico do sistema delimitado na mesma regido
da figura 4.5 (a). E possivel ver que na regido periodica que esta na parte de cima da figura, ha
uma reducdo do periodo quando o valor de b aumenta, pode-se perceber na figura que ha uma
reducdo do periodo 16 para o 8 e por fim, do periodo 4 para o 2. No centro da parte inferior da
figura, como ja observado no diagrama de bifurcacdo, o sistema sai do caos para periodo 3 e
volta para o caos via uma cascata de duplicacdo de periodo. No diagrama estdo visiveis as

duplicacdes com periodo-6 e 12.

13 14 15 .ils .20 c|

Figura 4.6: Diagrama isoperiodico da figura 4.5 (a).

Considerando a regido ampliada na figura 4.4 (b), é construido o diagrama
isoperiodico do sistema nessa mesma regido, que é apresentado na figura 4.7. As estruturas
periddicas imersas no caos possuem uma forma conhecida na literatura denominada de
camardo (shrimp em inglés) e essa estrutura é recorrente em sistemas dindmicos discretos ou
continuos [26, 27, 28, 29]. Na primeira estrutura temos uma regido de periodo-10 que tem
uma duplicacdo de periodo. Na segunda estrutura que esta mais visivel temos um periodo-12,
na terceira temos um periodo-11. Ao analisar as estruturas, ndo aparenta que exista uma regra
de adicdo de periodo para estruturas seguintes. Nas trés primeiras, como ja evidenciado,
temos os periodos 10 - 12 —» 11 e ao analisar os proximos trés temos 13 - 14 - 16. As
estruturas de periodo-15 estdo presentes entre os periodos 10 e 12, 11 e 13 e também entre 0s
periodos 13 e 14. Na figura 4.8 é ampliada a figura 4.7 e trocado o intervalo da paleta de cores

para contemplar as duplicacdes das estruturas de periodo 11, 12, 13, 14 e 15. Na figura 4.8 (a)
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visualizam-se as estruturas de periodo 10 e 12. As estruturas que seguem, sdo as de periodo
11, 13 e 14 apresentadas na figura 4.8 (b). Na figura 4.8 (c) € ampliada a figura 4.8 (b) para

visualizar a estrutura de periodo-15 formada entre os periodos 11 e 13.

Figura 4.7: Diagrama isoperiodico da figura 4.4 (b).
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26 27 28 29

1,80 ~

1,50

-0,200

(a) a

26 27 28 29

(b) - a

-0,080 -0,070

(C) a

Figura 4.8: Diagramas isoperiodicos das estruturas de periodo 11, 12, 13, 14 e 15 presentes na
figura 4.8 para os seguintes intervalos de a e b: (a) caixa verde com —0,2 <a < -0,125 €
1,5 < b <2,25; (b) caixa preta com —0,125<a <0 e 1,4<b <2; (C) caixa cinza com
-0,08<a<-007e16<b<18.
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Por fim, para demonstrar como o sistema se comporta ao alterar os valores de suas
condices iniciais foi construido bacias de atragdo considerando os pontos (a,b) = (0,2;3) €
(a,b) = (0,05;1) da figura 4.4 (a). Os pontos foram escolhidos para que se tenha um ponto em
uma regido caotica, periodica. Na figura 4.9 sdo apresentadas as bacias de atracdes e percebe-
se que ndo ha mudanca no tipo de dindmica do sistema, com exce¢do de regides em que 0

sistema diverge.

v, 00 -

50

40 40

(a)

50

vi 00

<40 20 00 20 40

(b) ¥

Figura 4.9: Bacia de atragdo dos pontos (a)(0,05;1,0) e (b) (0,2;3,0) no diagrama de

Lyapuvov a x b. Preto (periodico), vermelho (caos) e branco (divergéncia).

44



43

4.1.1. Andlise dos resultados do mapa generalizado for¢cado

Os resultados do mapa generalizado forcado foram obtidos considerando um
forcamento periodico, ou seja, a frequéncia angular w do forgamento é um racional. O valor
utilizado € o mesmo em todas as simula¢des, o = 0,1. Para analisar as altera¢cdes da dindmica
do sistema foram utilizadas as mesmas configura¢fes do mapa generalizado ndo forcado.
Porém, agora ha a uma terceira equagdo no sistema, portanto teremos trés expoentes de
Lyapunov. O valor da condigéo inicial 6, ndo foi alterado em nenhuma simulagéo e o valor
utilizado foi 6, = 0,27.

Na figura 4.10 foi variada a amplitude do forcamento periddico, e, para a construcao
dos espacos de parametros. Nota-se que ha pouca diferenca do diagrama de Lyapuvov da
figura 4.4 (a) para a figura 4.10 (a), ou seja, hd pouca mudanga na dindmica do sistema para
um forgcamento com uma amplitude de ¢ = 10~*. Para os valores de e = 1073 e e = 1072 h&
alteracdes visiveis na dinamica (veja figura 4.10 (b)). Nota-se que algumas regides periodicas
se tornam cadticas e hd um aumento da estrutura periddica do tipo camardo de periodo-10
observado na figura 4.8 (a), além do desaparecimento das outras estruturas periédicas tipo
camardo vistas nas figuras 4.8 (b) e (c). Na figura 4.10 (d) foi considerada uma amplitude de
forcamento € = 1071 e nesse caso ha uma maior alteracdo na dinamica comparada com 0s

outros valores de amplitude.
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Figura 4.10: Diagrama de Lyapuvov a x b do mapa generalizado forgado para —0,2 < a < 0,6

e 0 < b < 8 e com 0s seguintes valores de amplitude forcamento: (a) e = 107%; (b) e = 1073;
()e=10"%(d)e =101,

Note que no mapa forgado, diferente do sistema original o menor valor do maior
expoente de Lyapunov no diagrama de Lyapuvov é zero. Isto condiz com a dindmica do
sistema sem forcamento, pois agora para 0 maior expoente com valor negativo teremos uma
dindmica de ponto fixo que ndo ocorria para o sistema nao for¢ado. Para 0 maior expoente
nulo, temos uma dinamica periodica.

Na figura 4.11 é analisada a mudanca de um atrator periodico do sistema de acordo
com o valor da amplitude de forcamento. O atrator periddico escolhido € o evidenciado no
diagrama de Lyapuvov com o ponto verde (a; b) = (0,2;0,8) da figura 4.10. Percebe-se que
para os valores de e =107% e =10"3 e e = 1072 ndo ha alteracdo aparente na forma do
atrator (veja Figura 4.11 (a), (b) e (c)). Na figura 4.11 (d) para e = 10~ ha uma mudanca do

tipo do atrator, indo de um atrator periddico para um caotico.
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Figura 4.11: Atrator no plano x x y do sistema (2.6) com o par de parametros fixos em
a=0,2eb=0,8ecom os seguintes valores para os expoentes de Lyapunov e forcamento de
amplitude: (@) e =10"*% 1, =0; 1, = —0,008; A3 =~ —1,965. (b) e=10"3; A, =0; A, ~
—0,008; A3 =—1,965. (C) € =10"%; 1, =0; A, =—0,009; 13 =-1,960 e (d) e =10"" ;
A =0,152; 1, = 0; A3 =~ —2,261.

Na figura 4.12 utilizamos o valor de b fixado em 0,3, que representa a reta azul no
diagrama de Lyapuvov da figura 4.10, para construir os diagramas de bifurcacdo em relagéo
ao parametro a e a varidvel x. Abaixo de cada diagrama de bifurcacdo é apresentado o valor
correspondente dos expoentes de Lyapunov para cada orbita no diagrama de bifurcagéo.
Percebe-se no diagrama de bifurcacdo um pequeno aumento na espessura das linhas das
regides periddicas, principalmente nas janelas periddicas imersas no caos, ao aumentar o valor
de e =107* para e = 1073, Para e = 1072 0 aumento da espessura das linhas nas regides
periodicas continua e também h& uma reducdo do intervalo de periodo 3 no eixo do parametro

a. Por fim, para e = 10~ os valores de x,, divergem para valores a < 0,02 ou paraa = 0,5.
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Figura 4.12: Diagramas de bifurcagdo com seus respectivos valores dos expoentes de
Lyapunov em relacéo ao parametro a. (a) e = 107*; (b) e = 1073; (c) e = 1072; (d) e = 1071,

Outro comportamento que ocorre no sistema é a descontinuidade do diagrama de
bifurcacdo em regiGes que antes ocorriam bifurcacdes do tipo duplicacdo de periodo para o
sistema ndo forgcado. Para visualizar esta descontinuidade foi ampliada a figura 4.12 (c) na
regido da caixa azul e apresentada na figura 4.13.

-0,75

-1,5
0,15 0,25

a

Figura 4.13: Digrama de bifurcacdo da figura 4.12 (c) ampliado na regido da caixa azul

0,15<a<0,25e-15<x, <-0,75.

Na figura 4.14 sdo apresentadas as bacias de atracdo no ponto dos atratores da figura
4.11. As bacias de atracdo foram construidas variando apenas os valores das condicGes
iniciais x, e y,. A condicado inicial 8, nao foi variada nas simula¢cdes dado que no conjunto de
equacdes (3.6) a variavel 6, ndo é alterada pelas variaveis x,, e y,. Percebe-se que o sistema
mantém o mesmo comportamento de ndo alterar o seu atrator em relagdo as condices iniciais
x e y, mesmo alterando o valor de €. Porém, agora a dindmica altera de acordo com o valor de

€, como ja evidenciado nos espacos de parametros da figura 4.10.
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Figura 4.14: Bacias de atracdo do mapa generalizado com forcamento e com o0s valores:
(a;b) = (0,2;0,8) e (a) e =107%; (b) e =1073; (c) e =1072; (d) e = 101, Preto (periodico),

vermelho (caos) e branco (divergéncia).

4.2. Analise dos resultados do modelo de FitzHugh-Nagumo com
campo elétrico

Para a andlise do sistema (2.11) o estimulo I, foi considerado como um parametro
que varia em funcdo de um parametro w e com o tempo na forma de I,,; = 0,1cos(wt). Esta
escolha se deu tomando como base a referéncia [18]. Com isso, os parametros que foram
variados nas simula¢fes numeéricas sdo w e E,,;. Nas simula¢bes ndo foram alterados os
valores das condigdes iniciais, com excecao nas simulacdes da bacia de atracéo, e os valores
adotados foram x(0) = 0,2, y(0) = 0,01 e E(0) = 0,3.

Na figura 4.15 é apresentado o diagrama de Lyapuvov w X E,,;. NoO eixo E,,; do
diagrama de Lyapuvov da figura 4.15 (a) € possivel notar uma simetria para os valores do
maior expoente de Lyapunov. Os pontos marcados no diagrama de Lyapuvov da figura 4.15
(b) séo os pontos utilizados para os atratores representados na figura 4.16, com excecao do
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ponto em branco que é um ponto fixo no espaco de fases. As retas sdo as regides utilizadas
para a construcdo do diagrama de bifurcagéo na figura 4.17. A escolha dos pontos se deu para

que fosse contemplado cada tipo de atrator presente no sistema.

0,50 0,10
0
Et’,\f 0
0,20
-0,50 -0,40
0 1,25 2,50
(@) 9
0,50 0,10
0
Ev\l
-0,20
0 -0,40
0 1,25 2,50
(b) @

Figura 4.15: Espacos de parametros w X E,,; do sistema (2.11) para os seguintes intervalos:
@A0<w=<25 -05<E. <05;,(b)0<w<=<250<Ey, <25.
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Figura 4.16: Atratores do tipo: (a) cadtico (w;E..) = (1,0; 0,4); (b) Torus (w;E.) =

(2,0;0,25); (c) periodico (w; E.,¢) = (1,5;0,25).
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Considerando as duas retas no diagrama de Lyapuvov da figura 4.15 (b) e observando
os valores dos maximos locais da variavel x, obtém-se os diagramas de bifurcagéo
apresentados na figura 4.17. Na figura 4.17 (a) o diagrama de bifurcagdo w X x foi escolhido
de forma que se pudessem notar as janelas periodicas que correspondem as estruturas
periodicas formadas no diagrama de Lyapuvov. Na figura 4.17 (b) o valor de w foi fixado de
forma que o diagrama de bifurcacéo passe pela regido cadtica da parte superior do diagrama

de Lyapunov na figura 4.15 (b).

1.5

(a)

(b) Eee

Figura 4.17: (a) Diagrama de bifurcacdo w x x com E,,; = 0,25. (b) Diagrama de bifurcacéo

E..t X x COM w = 1,0.

A fim de visualizar o periodo das estruturas periddicas formadas no diagrama de
Lyapuvov, temos o diagrama isoperiédico no mesmo intervalo de parametros da figura 4.15

(b) na figura 4.18. Percebe-se que as estruturas periddicas formadas no intervalo
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aparentemente ndo possuem uma regra de adicdo de periodo de uma estrutura para outra.
Além disso, ao longo de uma estrutura o seu periodo reduz com o decréscimo do valor de

Eext-

13 14 15 17 1820 ¢

ext

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Figura 4.18: Diagrama isoperiodico w x E,,; do sistema (2.11) no intervalo de 0 < w < 2,5 €

0 < Egpe <0,5.

Ao comparar as figuras 4.15 e 4.18 percebe-se que de acordo com o diagrama de
Lyapunov (figura 4.15) ocorrerem regides brancas dentro das estruturas periddicas de cor
preta, sugerindo que os atratores seriam pontos de equilibrios nessa parte interna. Entretanto,
pela figura 4.18, as regides internas das estruturas sugerem atratores de ciclos periddicos. Para
a analise dessa inconsisténcia entra as figuras foram construidos alguns atratores para as
regides em que o maior expoente de Lyapunov é negativo. Como exemplo tem-se a figura
4.19. Pode-se notar que o atrator € periodico ou ciclo limite, o que ndo condiz com os valores
do seu expoente de Lyapunov numérico. Para determinar o expoente de Lyapunov na figura

4.19 o modelo foi iterado 10° vezes.
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Figura 4.19: Um atrator do modelo com campo elétrico com w = 0,140 e E,,; =~ —0,436. Os
valores dos expoentes de Lyapunov do atrator sdo A; =~ —0,119, 1, =~ —0,122 e A; =
—0,421.

Logo, pode-se concluir uma limitagdo do método numérico utilizado para determinar o
espectro dos expoentes de Lyapunov de alguns atratores deste sistema. Além do atrator
apresentado acima, também foi testado para outros atratores com o0 maior expoente de
Lyapunov negativo e se repetiu a forma dos atratores, ou seja, foram obtidos novamente
atratores periodicos com o maior expoente de Lyapunov negativo.

Por fim, na figura 4.20 sdo apresentadas as bacias de atracdo do atrator na figura 4.16
(a). Da mesma forma que no mapa generalizado, percebe-se que o sistema ndo apresenta
alteracdo no tipo de atrator ao variar apenas as condigdes iniciais, com excec¢do das regides
em que o sistema diverge. A escolha do intervalo das condigdes iniciais x(0), y(0) e E(0) foi

adotada de forma que fosse possivel ver para quais valores o sistema comeca a divergir.
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Figura 4.20: Bacias de atracdo do atrator na figura 4.17 (a) e com 0s seguintes pares de
condicdes iniciais: (a) x(0) x y(0); (b) x(0) x E(0).
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CONCLUSAO

Nesta dissertagdo foram estudados dois modelos obtidos do modelo de neurénio de
FitzHugh-Nagumo. Além disso, um dos modelos foi analisado sob efeito de um for¢camento
periddico. Os modelos descrevem a dinamica do potencial elétrico na membrana do neurénio,
que tem como funcdo a propagacdo dos impulsos nervosos. Os modelos estudados sdo
divididos em mapa e fluxo. No caso do mapa, foi analisado um mapa generalizado com e sem
forcamento, que apresenta 0 comportamento de spiking e também dinamicas caoticas [14]; no
caso do fluxo, foi explorado o modelo de FitzHugh-Nagumo com campo elétrico. O foco
desses estudos foi caracterizar as possiveis dinamicas do sistema, ao variar 0s parametros e as
condigdes iniciais.

Para anélise das dinamicas foram construidos espacos de parametros, diagramas de
bifurcacdo e diagramas isoperiodicos, os quais foram apresentados no capitulo 4.

No mapa generalizado, via diagrama de Lyapunov e diagramas isoperiodicos
observou-se estruturas periddicas do tipo camardo imersas no caos. Além disso, utilizando
diagrama de bifurcacdo e o diagrama isoperiodico, foi visualizado bifurcacbes do tipo
duplicacdo de periodo e crise. Utilizando a bacia de atracdo foi possivel perceber que o
sistema ndo apresenta uma alteracdo no seu tipo de atrator ao variar as condigdes iniciais,
excluindo os casos que os valores de x,, e y, divergem.

Para 0o mapa generalizado forcado evidenciou-se as mudangas no diagrama de
Lyapunov, diagramas de bifurcacéo e atratores de acordo com a amplitude de forcamento €. O
tipo de forcamento considerado nas simulacdes foi um forcamento periodico, dado que a
frequéncia angular do forcamento era um nOmero racional. Assim como no mapa
generalizado sem forcamento, foi observado que além de divergir o sistema ndo altera o
atrator da Orbita ao variar as condicdes iniciais.

Por fim, para o modelo de FitzHugh-Nagumo com campo elétrico, foi demonstrado
um atrator cadtico, um ciclo limite e um torus para trés pontos do diagrama de Lyapunov
w X E.,;. Também foram apresentados dois diagramas de bifurcacdes, um para o parametro
w € outro para o parametro E,,.. Com a bacia de atracdo foi obtido a mesma observacdo dos
mapas.

Como possiveis propostas de trabalhos futuros, para o caso do mapa generalizado
com e sem forcamento, pode-se investigar a dindmica para as combinacdes de a X I,,; €

b X I, como também, procurar outros valores para 0s parametros k;'s em que se possa
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reproduzir dindmicas semelhantes a potenciais de acdo. Para o modelo FitzHugh-Nagumo
tem-se a possibilidade investigar as dinamicas variando o parametro r ou considerando um

campo elétrico externo em funcéo do tempo, E,;(t).
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