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Resumo: Neste artigo, apresentamos o relato de experiéncia de uma sequéncia de atividades
desenvolvida para abordar o Principio de Cavalieri por meio da metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas. Essa pratica propde o uso de material
concreto e aplicativos dindmicos no GeoGebra 3D e foi aplicada em uma turma de um curso de
Licenciatura em Matematica. A pesquisa foi uma investigacao qualitativa de natureza explorat6ria, cuja
experimentacdo possibilitou identificar as potencialidades e as limitagfes dos objetos de aprendizagem
utilizados e suas influéncias no ensino e aprendizagem de matemética. Com a aplicacéo, percebemos a
importancia do material concreto para a visualizacdo e 0 uso em conjunto com aplicativos dindmicos
que permitiam simular vérias situacdes. Por outro lado, chamou-nos atenc¢do a falta de experiéncia dos
alunos em trabalhar com aproximag@es de resultados em problemas experimentais, evidenciando a
necessidade de mais praticas com situacGes semelhantes. Além disso, podemos constatar que os alunos
ndo tinham familiaridade com o Principio de Cavalieri, usando as formulas sem refletir sobre as suas
origens. Na formalizacdo, discutimos como esse resultado se aplica no calculo de volumes de diversos
solidos, ressaltando sua importancia na formagéo de professores e indicando possibilidades de uso
também no Ensino Bésico.

Palavras-chave: Principio de Cavalieri. Material Concreto. GeoGebra. Calculo de volume.

CAVALIERI'S PRINCIPLE THROUGH PROBLEM SOLVING: AN
EXPERIMENT WITH TEACHER TRAINING

Abstract: This paper presents an experiment report about a set of activities developed to approach
Cavalieri’s principle using the Teaching-Learning-Assessment methodology through Problem Solving.
This practice, which was applied to undergraduate students from a mathematics licentiate degree
program, proposes the use of concrete materials and dynamic applications in GeoGebra 3D. The research
was an exploratory qualitative study, whose experimentation allowed for the identification of the
potentialities and caveats of the learning objects employed and their influence on the teaching and
learning of Mathematics. With the application of the activities, we noticed the importance of the concrete
material for visualization and its use combined with dynamic applications that enable simulating many
situations. On the other hand, the students’ lack of experience in working with result approximation in
experimental problems caught our attention, clearly pointing the need for more activities with similar
situations. Furthermore, it was noticeable that the students were not familiar with Cavalieri’s principle,
using the equations with no reflection about their origins. When formalizing, we discussed how that
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result applies when calculating volumes for many solids, stressing its importance in the training of
teachers and showing the possibility of using it in Primary School as well.
Keywords: Cavalieri’s principle. Concrete Material. GeoGebra. Volume calculation.

Introducéo

Por décadas, a educacdo baseou-se no modelo classico de ensino, aceito sem
questionamentos por professores, alunos e pela sociedade, em que o professor ensina narrando
0 que supde que os estudantes devam saber, e memorizar para reproduzir mais tarde em
avaliacdes (MOREIRA, 2011). Essas caracteristicas e outras discussdes sobre o ensino e
aprendizagem de Matematica comecaram a ser questionadas na Educacdo Matematica, sendo
por um lado, reflexo dos “entraves de muitos alunos com a aprendizagem em Matematica e, por
outro, na formacéo do professor, pois 0s contelldos matematicos devem ser bem compreendidos
para que possam ser bem ensinados” (GOMES, 2011, p.10). Ensinar bem refere-se também ao
docente utilizar alternativas no ensino, que viabilizem a participacdo ativa do aluno na
construcdo da sua prépria aprendizagem.

Nesse sentido, alternativas que valorizam esses aspectos tém sido mencionadas em
documentos no Brasil e em outros paises. Documentos curriculares nacionais, como a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), mencionam a Resolucdo de Problemas (RP) como uma
estratégia atual para a aprendizagem matematica (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021). E ainda,
propbe a Formulacdo de Problemas (FP) como uma outra alternativa a ser adotada, colocando
0 aluno como o formulador de problemas matematicos (POSSAMAI; ALLEVATO, 2022).

Essas duas praticas sdo mencionadas com frequéncia na area do conhecimento de
matematica da BNCC. Para o Ensino Fundamental, indica-se que o desenvolvimento do
letramento matematico tem que estar associado as competéncias e habilidades que contribuam
para a formulacdo e resolucdo de problemas em diferentes contextos (BRASIL, 2018). Para a
fase subsequente, o documento indica o Ensino Médio como uma etapa em que é preciso
incentivar “processos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que deem sustentacdo a
modos de pensar que permitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos
contextos com mais autonomia e recursos matematicos” (BRASIL, 2018, p. 529).

Ja nos Estados Unidos, o Conselho Nacional de Professores de Matematica (National
Council of Teachers of Mathematics - NCTM), indica a RP como um veiculo poderoso de
aprendizagem, no qual as criangas podem desenvolver suas préprias ideias matematicas ao
resolver um problema de solucdo desconhecida (NCTM, 2000). Além disso, segundo Van de

Walle (2009), entre os padrdes profissionais para o ensino de matematica, esta incluso no papel
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do aluno propor e iniciar problemas, fazer conjecturas e apresentar solugdes, cabendo também
ao professor incentivar esses aspectos em sala de aula.

O volume de solidos, apesar de muitas vezes ndo ser percebido explicitamente, faz parte
de atividades basicas do cotidiano, por exemplo, quando compramos ou medimos produtos.
Entender o célculo do volume é um dominio basico matematico e o Principio de Cavalieri é
uma opcdo que possibilita a interpretagdo de volumes entre solidos de diferentes formatos e
com mesmo volume a partir da comparacéao de suas alturas e areas de se¢oes. Além disso, essa
ferramenta é capaz de demonstrar a deducdo da formula dos volumes dos solidos, o que
esclarece ao aluno o seu surgimento e como obté-la, sem a necessidade de decora-la.

Durante a abstracdo existente nesse processo, materiais manipulativos concretos e
virtuais podem servir para facilitar a interpretacdo. Aderir a essas ferramentas permite que o
aprender do estudante ndo seja mecanico, repetitivo, de fazer sem saber o que e por que faz,
mas que seja um aprender em que “o aluno participe raciocinando, compreendendo,
reelaborando o saber historicamente produzido e superando, assim sua Visdo ingénua,
fragmentada e parcial da realidade” (FIORENTINI et al., 1990).

Neste artigo, apresentaremos o relato da aplicacdo de uma sequéncia de atividades para
0 ensino do Principio de Cavalieri em uma turma do curso de Licenciatura em Matematica. As
atividades foram elaboradas para abordar esse principio por meio da metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas (MEAAMaRP)
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2021), e fazem uso de material concreto e aplicativos dindmicos no
GeoGebra.

Referencial Tedrico

Responsavel por produzir obras no campo da matematica, Optica e astronomia,
Bonaventura Cavalieri, nascido em Mildo em 1598, tornou-se um matematico muito influente
devido as significativas contribui¢fes nessas areas. Aos 15 anos foi aluno de Galileu e mais
tarde atuou como professor de matematica na Universidade de Bolonha, de 1629 até o ano de
sua morte, em 1647. Uma das obras de maior prestigio publicadas por Cavalieri é o tratado
Geometria indivisibilibus. Esse trabalho apresenta 0 método dos indivisiveis que se origina das
ideias de Democritos e Arquimedes, e sobretudo, tem motivacéo direta nas tentativas de Kepler
em encontrar determinadas areas e volumes (EVES, 2011).

As observacdes sobre geometria desenvolvidas por Cavalieri foram formalizadas nos
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chamados Principios de Cavalieri para o calculo de &reas e de volumes. Em particular, para o
calculo de volumes, o principio conceitua que se dois sélidos A e B s&o tais que qualquer plano
horizontal, e paralelo ao plano que intercepta a base dos sélidos, secciona A e B formando
figuras planas com areas iguais, entdo os volumes dos sélidos sdo iguais (MACHADO, 2021).

Esse principio é tratado como um teorema que pode ser demonstrado por meio do
Célculo Integral moderno, contudo em geral é considerado um axioma. Inclusive, Pontes (2014)
aponta que problemas matematicos sobre areas e volumes que necessitam do calculo para suas
solucdes, tem a possibilidade de serem resolvidos por estudantes do Ensino Médio gracas a
existéncia do Principio de Cavalieri.

Uma das abordagens metodoldgicas para trabalhar conteddos matematicos como o
Principio de Cavalieri no ambiente educacional é a Resolucéo de Problemas. A RP “pressupde
aulas de Matematica com professores e alunos envolvidos em comunidades de aprendizagem,
desempenhando diferentes papéis e responsabilidades, visando promover uma aprendizagem
mais significativa” (MORAIS; ONUCHIC, 2021, p.19). Assim, resolver problemas nao € uma
meta de aprendizagem, mas uma forma de fazer matematica (VAN DE WALLE, 2009). Afinal,
¢ uma abordagem considerada o “cora¢do” da atividade matematica, que ¢ fundamental para a
construcdo de novos conhecimentos, e reciprocamente, novos conhecimentos possibilitam a
formulacéo e a resolugédo de novos problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).

A FP, por sua vez, tem ganhado cada vez mais espaco em sala de aula, em que é o papel
do discente formular ou reformular problemas de matematica, e ndo somente papel do
professor, o qual segundo Allevato e Onuchic (2021) passa a atuar como mediador. Nesse
processo, os alunos podem desenvolver a autenticidade, conceitos matematicos e a criatividade
(ALTOE, 2017), aspectos que muitas vezes ndo sio possiveis de serem abordados somente por
meio da RP.

Assim, ao formular um problema matematico, o estudante percorrera trés procedimentos
fundamentais (Figura 1): formular, resolver e melhorar o problema (RAMIREZ, 2006). O
primeiro procedimento visa a estruturagdo do problema matematico, considerando os dados
matematicos e a classificagdo do problema (contextualizado, demonstrativo, etc.); o segundo é
destinado para a resolugédo do que foi elaborado e se houver necessidade, retorna-se ao
procedimento anterior para a realizacdo de aprimoramentos; e por fim, o objetivo é avaliar o
problema formulado, de modo a considerar corre¢des, melhorias, grau de complexidade, e
principalmente, verificar se o objetivo inicial foi atingido. Existe a flexibilidade de transitar

entre os procedimentos, sendo viavel também descartar o problema anterior e iniciar um novo
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€aso necessario.

Figura 1: Procedimentos da Formulagdo de Problemas.
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Fonte: DUARTE, 2020, p.80*.

Integrando a RP e a FP, segundo Allevato e Onuchic (2021), a MEAAMaRP foca em
utilizar um problema matematico como ponto de partida para a aprendizagem de novos
conceitos. Assim, tem também “o objetivo de expressar uma concep¢do em que 0 ensino, a
aprendizagem e a avaliacdo devam ocorrer simultaneamente durante a construcdo do
conhecimento pelo aluno” (ALLEVATO, ONUCHIC, 2021, p.47). Alias, durante essa
construcdo, o docente deve atuar como guia e mediador por meio da observacéo das estratégias
e solugbes dos estudantes e incentivo no uso dos conhecimentos prévios, sem prescrever regras
especificas para se encontrar a solu¢éo do problema.

Allevato e Onuchic (2021) sugerem um roteiro para colocar em prética essa
metodologia, que é constituida de dez etapas: proposicdo do problema; leitura individual; leitura
em conjunto; resolucdo do problema; observacdo e incentivo; registro das resolucdes na lousa;
plenaria; busca de consenso; formalizacdo do conteldo; proposicdo e resolu¢do de novos
problemas. As cinco primeiras etapas referem-se a constru¢do do novo conceito, que se origina
de um problema gerador que precisa ter sua solucdo expressa na forma escrita, através da
linguagem matematica, desenhos e/ou esquemas. Por meio disso, nas trés etapas seguintes, 0s
estudantes poderao compartilhar as solugdes na lousa, estabelecendo um ambiente para discutir
e justificar suas ideias, que serd ideal para que a turma obtenha consenso e uma suposi¢ao
matematica, que posteriormente sera formalizada pelo professor em linguagem matematica, o
gue configura a nona etapa do roteiro. Na Ultima etapa, h4 a oportunidade de verificar se 0s
conceitos matematicos foram compreendidos, pela resolucéo de outras situagdes problemas ou
com a elaboracédo de novos problemas pelos préprios alunos (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).
Esses novos problemas devem envolver o conceito aprendido, e podem ser contextualizados

em cenarios cotidianos, por exemplo, a depender da criatividade do aluno. E valido mencionar

“Versdo traduzida do esquema elaborado por Ramirez (2006).
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que o roteiro pode ser flexibilizado, adaptado ao contexto da sala de aula em que a MEAAMaRP
estd sendo adotada, mas ndo se pode deixar de realizar uma discusséo acerca das resolucées
apresentadas (plenaria) e da formalizacdo do conteudo (AZEVEDO, FIGUEIREDO,
PALHARES, 2020).

Ainda, sobre a Ultima etapa do roteiro, a BNCC cita que a formulacéo de problemas

Amplia e aprofunda o significado dado a resolucéao de problemas: a elaboragédo
pressupde que os estudantes investiguem outros problemas que envolvem os
conceitos tratados; sua finalidade é também promover a reflexdo e o
guestionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse alterado ou se
alguma condicdo fosse acrescentada ou retirada (BRASIL, 2018, p.536).

Inclusive, a BNCC considera a pratica de resolver problemas como uma estratégia atual
para a aprendizagem de matematica, desde que aplicada adequadamente. Isto €, os estudantes
precisam identificar os conceitos e procedimentos matematicos, posteriormente aplica-los e
executar os procedimentos decorrentes, e por fim analisar os resultados com o problema
matematico, comunicando suas solucBes com linguagem adequada aos demais colegas
(BRASIL, 2018, p.535).

Nesse processo, 0 estudante precisa necessariamente estabelecer conjecturas e
suposicdes que precisam ser justificadas por meio de argumentos coerentes, sendo motivado
por “indugdes decorrentes de investigagdes e experimentagdes com materiais concretos, apoios
visuais e a utiliza¢do de tecnologias digitais” (BRASIL, 2018, p. 540).

A exemplo entre essas opgOes, 0 GeoGebra e 0s materiais concretos produzidos por
impressdo 3D tém se tornado cada vez mais viaveis nas salas de aula de matematica. Como
protagonista entre os softwares, 0 GeoGebra admite a representacdo de um mesmo objeto
matematico na forma algébrica, gréfica e numérica simultaneamente, o que possibilita
simulacdes, que sdo essenciais para a validacdo ou refutagdo de conjecturas durante a
investigacdo matematica. JA o material concreto pode ampliar as interpretacdes de contetidos
matematicos muitas vezes dificeis de serem abstraidos, e eventualmente pode atuar como um
complemento quando aliado ao GeoGebra, e vice-versa. Para Rodrigues e Gazire (2012) os
materiais concretos tém o potencial de tornar as aulas de matematica mais dinamicas e
compreensiveis, visto que aproximam a teoria matematica da sua constatagdo na pratica por
meio da acdo manipulativa do prdprio aluno, assim se aprende fazendo.

Desse modo, 0 uso integrado do material concreto auxilia e facilita a resolucdo de
problemas, uma vez que desenvolve e amplia a visdo espacial e abstrata do conteudo,

otimizando o tempo de solucdo de problemas similares que o0 aluno possa encontrar em outras
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oportunidades (FORTES, 2018). O GeoGebra aliado a RP também contribui nesse sentido,
sendo até mesmo apelativo quando se trata de geometria, pois possibilita que as “ideias e os
conceitos geométricos ganhem vida através da sua manipulacdo, ao p6r a descoberto o
dinamismo implicito nas condi¢des do problema” (JACINTO, 2014). E assim, é capaz de
ampliar as estratégias adotadas pelos alunos, e potencializar a formulacdo de conjecturas,
generalizacGes e a articulagdo de argumentos. Alias, conforme ja tinha sido observado por
Allevato (2005), a relacdo entre o software e as caracteristicas do problema estudado
contribuem para uma nova visdo do aluno sobre contetdos antigos, fazendo-o também perceber
que a resolucéo envolve a necessidade de fazer contas e realizar um registro escrito consistente

de sua solucéo.
Descricédo do Estudo

A partir de pesquisas em artigos, livros e dissertacfes envolvendo materiais concretos,
aplicativos no GeoGebra, e sobretudo, a MEAAMaRP no ensino de matematica, elaboramos
uma sequéncia de atividades para o ensino de volumes com foco no Principio de Cavalieri,
sendo pensada para estudantes do Ensino Médio e professores em formacéo.

A pesquisa realizada estd vinculada a um projeto que visa o0 desenvolvimento de
materiais concretos através da tecnologia de impressdo 3D, e de aplicativos dindmicos no
GeoGebra. Propomos 0 uso desses objetos de aprendizagem na sequéncia como uma forma de
melhorar os processos de ensino e aprendizagem de matematica, uma vez que a intepretacéo
pode ser feita através da percepcao tatil ou da simulacéo virtual com respostas visuais imediatas,
qgue diminuem a dificuldade de abstracdo do conteldo e despertam o interesse pela
aprendizagem.

A investigacdo caracterizou-se como qualitativa, visto que a fonte de dados é o ambiente
natural onde o investigador € o principal instrumento, que analisa os dados recolhidos em toda
sua riqueza, respeitando a forma em como estes foram registrados (BOGDAN; BIKLEN, 1994).
E ainda, ¢ de natureza exploratdria proporcionando “maior familiaridade com o problema, com
vistas a torna-lo mais explicito ou a constituir hipoteses (GIL, 2002, p.41). Nesse sentido, isso
esteve vinculado ao estudo de perspectivas, potencialidades e limitaces dos materiais
concretos e dos objetos de aprendizagem tecnoldgicos utilizados, e das consequéncias desses
no ensino de matematica.

Adaptada do trabalho de Cunha (2019) e baseada no roteiro sugerido pela MEAAMaRP
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2021), a sequéncia de atividades que propomos é composta por seis
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momentos (Quadro 1). Os sélidos adotados como foco de estudo foram prismas e piramides de

base quadrada e hexagonal, cilindro e cone e a piramide de base triangular, os quais foram

disponibilizados em material concreto e em aplicativos no software GeoGebra.

Quadro 1: Momentos da sequéncia de atividades.
Momento 1 | Proposi¢do de uma pesquisa sobre a vida e contribui¢es de Cavalieri.
Momento 2 | Organizacdo da sala e breve apresentacdo sobre a MEAAMaRP.
Resolucdo de cinco problemas envolvendo material concreto e aplicativos do
GeoGebra.
Momento 4 | Compartilhamento e discusséo dos resultados obtidos nos Momentos 2 e 3.
Momento 5 | Formalizagdo usando o Principio de Cavalieri.
Proposicao de uma atividade de FP para o célculo do volume da esfera atraves de uma
anticlepsidra.

Momento 3

Momento 6

Fonte: Autoras, 2022.

A experimentacdo da sequéncia deu-se em uma turma de cinco alunos da disciplina de
Laboratorio de Ensino de Matematica I, do curso de Licenciatura em Matemética da
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC). Foram formados dois grupos, um com
dois académicos (que serd denominado G1, formado pelos alunos indicados por Al e A2) e
outro com trés académicos (G2 formado pelos alunos A3, A4 e A5). A escolha da disciplina
para a aplicacao se deu em funcéo do seu carater, que visa trabalhar com artefatos para o ensino
de geometria e discute metodologias e préaticas de ensino. A sequéncia foi previamente
apresentada, discutida com a professora regente da turma e alguns problemas foram reescritos.
Com uma semana de antecedéncia da aplicacdo, a professora regente passou para os alunos a
atividade da pesquisa sobre Bonventura Cavalieri (momento 1). Os momentos 2 e 3 foram
realizados em trés aulas faixa de 50 minutos e, os momentos 4 e 5, foram desenvolvidos em
uma aula de 50 minutos, dois dias depois. O momento 6 os alunos fizeram numa aula posterior
e discutiram com a professora da disciplina os resultados. Esse ultimo momento foi sem a
participacdo das pesquisadoras, devido a disponibilidade de horario, mas elas tiveram acesso

aos dados pela professora.
Aplicacao: proposicéo, leitura e resolucéo dos problemas

O relato apresentado nesta se¢do corresponde as cinco primeiras etapas do roteiro de
atividades para trabalhar com a MEAAMaRP e teve duracdo de trés horas aula. Convém
salientar que antes de iniciar a sequéncia de atividades, com o intuito de que os estudantes
tivessem conhecimento da dindmica que seria adotada nas aulas, a terceira autora desse texto
fez uma breve explanacédo sobre a andamento de aula mediada pela MEAAMaRP, tendo como

referéncia o roteiro de dez etapas de Allevato e Onuchic (2021). A professora regente ja havia
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falado com os alunos sobre a metodologia, mas eles ndo tinham feito nenhuma atividade
mediada por ela. Nessa fala a pesquisadora colocou que, na MEAAMaRP, o problema € o ponto
de partida para a aprendizagem de novos conceitos e contelldos matematicos

Em seguida, foi iniciada a sequéncia de atividades. As pesquisadoras e a professora da
turma distribuiram para as equipes os enunciados dos problemas e 0s materiais concretos que
faziam parte das simulag¢des propostas nos problemas 1 e 2. Para o problema 1 (Quadro 2) cada
equipe recebeu um kit de solidos que continham primas e piramides de base quadrangular e
hexagonal, um cilindro e um cone (Figura 2), embalagens com fragmentos de arroz e
instrumentos de medida. Os materiais do kit foram modelados do software FreeCAD® e
produzidos por impressdo 3D no Laboratério FAB3D - UDESC®. O objetivo era comparar,
primeiramente fazendo a simulacdo com fragmentos de arroz, o volume desses objetos e
posteriormente fazer as medidas para calcular o valor numérico dos seus volumes. Todos esses
artefatos tinham a mesma area da base e duas alturas diferentes, sendo que a altura do artefato

menor € igual a um tergo da altura do maior.

Quadro 2: Problema 1.
1- Simule o volume dos prismas, cilindros, pirdmides e cones usando o material concreto e fragmentos de arroz.
i) Pela experimentacdo realizada, o que vocés observaram sobre os volumes:
a) dos prismas de base quadrada, hexagonal e do cilindro?
b) das pirdmides de base quadrada, hexagonal e do cone?
c) dos sélidos de mesma base?

ii) Meca os materiais concretos recebidos e preencha os valores nos Quadros 1 e 2.
Quadro 1 — Medidas do Cilindro e dos Prismas

Prisma quadrangular Prisma hexagonal Cilindro
Menor Maior Menor Maior Menor Maior
Aresta da base
Altura
Area da base
Volume

O que vocés podem concluir a partir das informagdes do Quadro 1?

Quadro 2 — Medidas do Cone e das Piramides
Cone Pirdmide Quadrangular Pirdmide hexagonal

Avresta/raio da base
Altura
Area da base
Volume
O que vocés podem concluir a partir das informacdes do Quadro 2?
Fonte: Autoras, 2022.

> Software CAD de codigo aberto que utilizamos para modelagem 3D, disponivel em:
https://www.freecadweb.org/.

® Laboratério de Ensino onde sdo desenvolvidos materiais para o ensino de Matematica usando ferramentas
impressdo 3D e corte a laser para a fabricag&o.

488
Revista Paranaense de Educagdo Matematica, Campo Mourao, PR, Brasil,
v.12, n.27, p.480-506, jan.-abr. 2023.



revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

| MATEMATICA

Figura 2: Kit de material concreto do problema 1.

A
p

Fonte: Acervo do Laboratério FAB3D - UDESC, 2022.

Para resolver esse problema os grupos comegaram de maneiras diferentes. G1 comegou
fazendo as medidas para preencher os quadros da atividade 1 (ii) (Figura 3a), enquanto G2
comecgou com as simulagdes com os fragmentos de arroz (Figura 3b). A resolucgéo das questdes
dessa atividade demorou muito mais do que foi previsto, pois os grupos fizeram as medidas das
alturas, raios e arestas das bases de todos os materiais. Como os kits formados tinham artefatos
que tinham apenas trés bases (quadrado, hexagono e circulo) diferentes supomos que 0s alunos
fariam cada uma dessas medicdes apenas uma vez, pois, visualmente, consideramos perceptivel
que todos os artefatos maiores possuiam a mesma altura se comparados entre si. Mesma

situacdo ocorria com os artefatos menores.

Figura 3: Simulag6es do problema 1.
a) G1

Para chegar as conclus@es dessa questdo, G1 foi mais objetivo, ndo se preocupando com
0S pequenos erros obtidos. Esse grupo concluiu que os prismas e o cilindro de mesma altura
tinham o mesmo volume, e as piramides e cone tinham um terco do volume dos prismas de
altura maior e mesmo volume dos prismas e cilindro de altura menor, como podemos observar

na Figura 4.
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Figura 4: Conclusdes de G1 sobre o problema 1.
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Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

J& G2 ficou em duvida sobre as aproximagdes, como podemos observar no didlogo entre
os alunos indicados como A3 e A4:

A3: O que tu acha, eu ndo vi como ficou no quadrado.

A4: No quadrado ele ficava certinho, a gente pode ter como padréo.

A3: Acho que esse aqui também fica tipo quase certinho se separar certinho.
Porque a gente tem que pensar que tipo essas frestinhas ndo foram completas
por inteiro. Acho que esses dois sdo bem parecidos.

A4: A que deu diferenca foi a de base quadrada, que pareceu que ficou um
volume menor, dai aqui que pareceu que tinha um volume menor, qual que
sobrou desse aqui? [...] Aparentemente, o hexagonal e o circular ficaram com
volume igual, e deu uma diferenca pequena no de base quadrada.

As pesquisadoras e a professora mediaram sugerindo que poderiam trabalhar com

aproximacdes, porém nas respostas eles deixam registrado a sua duvida (Figura 5).

Figura 5: Conclus@es de G2 sobre o problema 1.
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55 : )
MPSMT NOlume €@ & N 2d2 N (0uC) NErOr _ aue) A0 STEICieL
»
~
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Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

Para o problema 2, apresentado no Quadro 3, foram disponibilizados um kit de materiais
concretos e um aplicativo do GeoGebra. O kit (Figura 6a) era composto por uma piramide
quadrangular e um cone de mesma altura, areas da base iguais e se¢es por um plano paralelo
a base numa mesma altura e o aplicativo simulava os mesmos objetos do kit com a possibilidade

de simular dinamicamente vérias se¢des em alturas diferentes (Figura 6b).
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Quadro 3: Problemas 2 e 3.
2 — Explore o material concreto que contém uma pirdmide e um cone seccionados por um plano
paralelo a base e o aplicativo do Geogebra disponivel do link: www.geogebra.org/m/dpykks9y.
i) Meca os elementos do material concreto e preencha os valores no Quadro 3.
Quadro 3 - Medidas do Cone e Pirdmide e suas secdes
Cone Pirdmide

Aresta/raio da base
Altura total

Area da base
Aresta/raio da secdo
Altura da secdo
Area da secdo
Volume Total

O que vocé pode concluir a partir das informacdes do Quadro 3?

ii) O que vocés podem concluir com a simulagdo do aplicativo?
iii) Vocés observaram alguma relagéo entre os resultados encontrados pelo uso do material concreto
e os resultados simulados no aplicativo do Geogebra? Expliquem.

3 - Com base no que vocés observaram nos problemas 1 e 2, vocés conhecem algum resultado
matematico que generalize esses dados? Expliguem.
Fonte: Autoras, 2022.

Figura 6: Ferramentas para o problema 2.

a) kit de material concreto b) aplicativo do GeoGebra
Considers nos co deslzantes abaxo: I’ 0 rao
do Girculo, ' ¢ gdos e "3 a2 altura
do pEno gue Intercepta os sondos
- =2
n=73
—_——————
a=1\ .’»
Cone
[WA_ Area da base
I_ Area da sacdo é
[-” ] Volume £ ._b =
' o ol N nea
Piramide .'-- - - : :
Ik | Area da base
l; Area da secio
I_ Volume

Fonte: Autoras, 2022.

Esse problema os dois grupos resolveram rapidamente, pois o nimero de medigdes a
serem feitas era menor. Ambos os grupos fizeram as medidas e foram comparando os resultados
obtidos nos aplicativos, como podemos observar na Figura 7.

No registro das respostas, G2 ainda fica desconfiado das aproximacdes e destaca esse
ponto na sua folha de registros (Figura 8). G1, por sua vez, tece comparagOes entre trabalhar
com o material concreto e com o aplicativo, ressaltando que no primeiro ndo ha como fazer

variagdes nas alturas dos solidos e das se¢bes, como se observa na Figura 9.
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Figura 7: Medicéo e simulacéo no aplicativo.
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-

Fonte: Acervo a autoras, 202.

Figura 8: Resolucdo problema 2 (iii).
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Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

Figura 9: Resolucdo problema 2 (iii) por G1.

. X o
LM . rnr'.) o o wﬂ‘[ﬂnl d“f ,-;_:.9 L f—v‘n, Mdl Nluan o ‘\it*'!\
A, ! -
d.; -,V,)J,, Mo A ah:.-o\ cwh NG Mmaro&?) ‘1:.1.) .‘;Lun
C’. I‘J)ar,&.- ‘j-,l ‘:J .
=/ - N e n x T
- s, oy don sdidop day ,;u,,,, den

g

‘v-\-w&« e R

L J/\ Sian
s

Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

O problema 3 (Quadro 3) objetivava que os grupos observassem os resultados obtidos
nos problemas anteriores e percebessem que estavam usando uma aplicacdo do Principio de
Cavalieri, porém nenhum deles chegou a essa conclusdo. G1 destacou como resultado que
estava sendo usado a formula de calculo de volume de piramides ou cones, enquanto G2 ficou
preso nos valores aproximados que obteve, concluindo que ndo poderia obter uma
generalizacdo para as atividades. Porém, apresentam uma proposta de como poderiam ter uma
melhor aproximacao, que seria utilizando 4gua em vez de arroz, por ndo sobrar “brechas” como

ocorrem entre os graos de arroz, como observamos no dialogo entre os alunos:
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A3: E que o nosso deu diferente, mas era para ter dado igual [sobre os valores
da tabela], mas ai se tivesse a mesma altura e a mesma area da base ele ia ter
0 mesmo volume. D4 pra gente concluir, s6 que aqui ndo foi a conclusdo que
a gente chegou [...] pelos nossos resultados ndo da para generalizar nada, mas
é porque a gente foi medindo na mao, mas dai era pra ter dado todos esses
valores aqui todos iguais.

A4: Se fosse com &gua, teria dado mais certinho [...] porque dependendo do

arroz, o ar, ele ia ficar entre os gréozinhos de arroz.
Ab: O arroz fica uns espacinhos, a dgua teria preenchido totalmente.

O problema 4, apresentado no Quadro 4, trazia um resultado de geometria espacial, que
fala sobre as raz6es de semelhanga num tetraedro quando seccionado por um plano paralelo a

base, que 0s grupos deveriam usar para responder questdes que generalizam a relacéo entre a

area da base e a area da secdo de tetraedros com mesma altura e area da base.

Quadro 4: Problemas 4 e 5.
4 - Suponha duas piramides de base triangular ABC e altura H, sendo que seus Vvértices sdo V; e V,.
Um plano paralelo & base ABC e que dista h dos veértices produz sec¢les S; e S, de areas A; e A, nas
pirdmides de vértice V; e V5, respectivamente.

Figura 1: Piramides de base ABC

v, v

5
Fonte: PONTES, 2014.
Usando o seguinte Teorema:
Quando seccionamos um tetraedro por um plano paralelo a base obtemos:
» As arestas laterais e a altura ficam divididas na mesma razao.
* A sec¢do e a base sdo triangulos semelhantes.
* A razao entre as areas da secdo e da base € igual ao quadrado da razdo de suas distancias
ao vértice (DOLCE; POMPEO, 2005).
determine e explique:
a) a relacdo de A; com A, e cada uma delas com a area do triangulo ABC;
b) a relagdo entre os volumes dessas duas piramides triangulares originais (ABCV; e ABCV5);

c) arelacdo entre o volume de duas piramides triangulares que possuem bases de areas iguais e alturas
iguais.

5 - Observe e analise 0 material concreto que apresenta a decomposi¢do de um prisma triangular em
trés tetraedros. O que vocés podem afirmar sobre o volume desses tetraedros? Expliquem.

Fonte: Autoras, 2022.

O enunciado desse problema gerou muitas duvidas por causa do teorema que precisava
ser usado. Por um tempo 0s grupos tentaram provar o teorema, confundiram o fato de no
teorema ser mencionado um tetraedro, enquanto na situacéo e na figura (contida no enunciado

do problema 4) havia dois tetraedros, além do enunciado fazer referéncia ora ao tetraedro e ora
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a pirdmide triangular. A professora regente e as pesquisadoras foram mediando esses
questionamentos, sugerindo que eles usassem novamente o aplicativo (do problema 2) para
observar o que acontecia na piramide. Porém, nesse momento percebemos a necessidade de um
aplicativo com mais informac6es sobre as medidas das arestas em relacdo a secao. Por fim, os
dois grupos conseguiram concluir o problema.

O problema 5 (Quadro 4) tinha como objetivo perceber pelo uso de material concreto
que um prisma triangular poderia ser decomposto em trés tetraedros de mesmo volume,
observando que dois a dois eles tinham a mesma base e a mesma altura. O material concreto,
ilustrado na Figura 10, € composto por um prisma triangular e trés tetraedros de mesmo volume

que decompde esse prisma. Juntos eles compdem um prisma retangular.

Figura 10: Diviséao do paralelepipedo.

b/

Fonte: Acervo do Laboratério FAB3D, 2022.

O G2 fez esse problema durante a aula, mas G1 ndo teve tempo e levou o material para
casa para terminar de resolvé-lo. Ambos os grupos concluiram que os trés tetraedros tinham o
mesmo volume, mas pela nossa percepc¢do a conclusdo ndo foi baseada na manipulagdo do

material concreto. Esse ponto ficou evidente na plenéria, que abordaremos na proxima se¢éo.

Aplicacado: plenaria, busca do consenso, formalizacéo e elaboracédo de novos problemas

No segundo dia da aplicacdo iniciamos com a plenéria, que foi conduzida pela segunda
autora desse trabalho, que nas falas que seguem aparece homeada como pesquisadora 2 (P2).
O fato de ter apenas cinco estudantes e da aula ser num laboratorio que tem mesas grandes,
propiciou uma discussdo de forma oral. Se para haver o entendimento do que foi feito pela
equipe fosse necessario ver o que escreveram/interpretaram, poder-se-ia ver a folha de respostas
do grupo além de ter disponivel uma lousa na sala para que fosse registrada alguma informacao
que fosse necessaria para continuar com a discussédo dos resultados.

Ao apresentarem suas conclusdes sobre o problema 1, G2 destacou que ficou bastante
inseguro em tirar conclusdes por causa dos resultados aproximados. Esse grupo também sugeriu
que o enunciado estipule uma tolerancia de erro nas aproximacdes. Durante a apresentacdo de

suas conclusoes, perceberam que um erro cometido ocorreu nas medigdes por ora usar a medida
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interna ora a externa, como podemos observar na fala de A3:

Os materiais que a gente usou pra medir, tudo bem ah a gente ta usando a
régua, mas a gente ndo sabe exatamente onde ta o didmetro da circunferéncia
[...] as vezes era pra ter usado a parte interna e a gente ta considerando a
externa, entdo ja vai mudar um pouquinho. Porque quando eu estava usando
0 paquimetro, eu peguei a parte de dentro do paquimetro e coloquei por dentro
dai pra medir ai essa bordinha lateral ela ndo pega, sé que ai com a régua eu
considerei essa bordinha lateral, ai tipo j& dava 2 mm de diferenga, e ai
guerendo ou ndo vai impactar que justamente um deu 163 cm3 e outro deu 166
cm3, é bem pequeno mas pode ser que essa variagdo de 2 mm pode ter
influenciado nisso.

Apesar dos valores aproximados, chegou-se ao consenso que se tinha volumes iguais e
que os materiais estavam relacionados entre si.

No problema 2, as equipes destacaram que fizeram as medidas dos materiais concretos,
chegando as conclusdes. Nesse momento a pesquisadora questionou os alunos sobre qual
ferramenta (entre o aplicativo e os materiais concretos) consideraram melhor para visualizacéo.
Os estudantes A2 e A4, responderam que foi o aplicativo, por permitir a simulacdo de varias
alturas e ja mostrar o resultado das areas das se¢fes. Enquanto A5 colocou que o material
concreto foi importante para ela perceber o que estava acontecendo e entender melhor o que o

aplicativo estava ilustrando, vemos isso no dialogo:

A2: Eu achei o aplicativo.

A4: Nesse caso como é para variar é interessante a gente vai alterando e
observando os valores [complementando a resposta de A2].

A2: O aplicativo é mais rico.

Ab: Para mim, 6bvio que o aplicativo ajuda, mas ndo sei se sou eu, mas ja bati
na tela, movimentei tudo errado, eu tenho muita dificuldade nessas coisas, sou
bem desastrada, entdo ter uma pecga fisica me ajuda a visualizar como
realmente seria a forma. Tipo, aqui realmente seria assim. Ah t& e aqui no
aplicativo funciona assim. Ai vendo ali [o fisico] eu consigo entender o que
esta acontecendo. Pra mim fica mais facil. Talvez se tivesse s6 o aplicativo,
eu teria entendido, mas ndo seria a mesma coisa.

A4: Acho que a combinacéo dos dois [material concreto e aplicativo] vocé
consegue ver bem.

No problema 3, o Unico resultado que G1 destacou foi a férmula do célculo de volumes
de cones e piramides e G2 argumentou que nao se sentiu confortavel em estabelecer um
resultado por causa das aproximacoes: “Ab5: A gente colocou que em condi¢des ideais essas
areas seriam todas iguais, e ai essa formula seria tudo igual para elas, porque se nédo faz
diferenga o poligono sendo a area igual e a altura, entdo o volume seria 0 mesmo”. Nesse
momento a professora regente destacou que as estratégias das duas equipes foram determinantes

para as conclusdes:
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Eu achei interessante que vocés meio que ndo se conformavam, nao é que ndo
se conformavam, mas vocés ficaram bem incomodados com a questdo da
aproximacado [se referindo a G2], em nenhum momento vocés pegaram e
disseram ‘ah, mas isso ¢ quase igual’. Nao, vocés fizeram as contas e vocés
diziam ‘ndo € igual, ndo ¢ igual’ e ficaram naquela do niimero do nao ¢é igual.
E eu acho que eles ja ndo [se referindo a G1] ja teve essa questdo 14 no comecgo
0 A2 falando ‘mas isso ¢ praticamente a mesma coisa’. O que para eles [G2]
era um erro grande, para eles [G1] ndo era um erro tdo grande, era s6 ‘¢ quase
a mesma coisa’. Entdo isso foi influenciando nas conclusdes (Professora
regente).

Os dois grupos concordam com essa anélise da professora e A5 reforca que realmente a
questdo da aproximagéo fez com que eles ndo assumissem que existiria uma generalizagao.

No problema 4, A5 comeca destacando que teve muitas davidas com a intepretacéo,

mas seguiu o seguinte raciocinio:

A relagdo entre a area A; e A, para mim é que elas seriam iguais, porque elas
faziam parte duas pirdmides que tinham a mesma altura e a mesma base, e ai
essas duas areazinhas eram formadas por um plano paralelo a essa base. E ai
a gente tinhas essas condigdes ali que ele dava [se referindo ao teorema do
enunciado do problema], que essas arestas laterais e altura iam ficar divididas
pela mesma razéo entdo a gente tinha uma proporcionalidade ali, e a se¢éo e
a base eram triangulos semelhantes. Com isso esses dois tridngulos eram
semelhantes a base, entdo eles eram semelhantes entre si. Entdo, na minha
cabeca juntando tudo ali eles eram iguais.

A aluna seguiu contando as rela¢6es que tinha escrito. Para ficar mais claro o que estava
sendo explicado, a pesquisadora pediu para A5 escrever na lousa a relacdo que tinha conseguido

visualizar (Figura 11).

Figura 11: Registro no quadro do item (a) do problema 4.

Fonte: Acervo das autoras, 2022.

A aluna destaca que tinha conseguido fazer a comparacao para apenas uma das razdes
A . . ~ . .y .
71. Depois dela ter escrito a relacdo na lousa, seguiu o dialogo entre a pesquisadora (P2) e a

aluna do G2:
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- P2: E 0 que acontece com A,?

- A5: Vai acontecer a mesma coisa, eu acho.

- P2: Entdo escreve 0 4, la.

- A5:; A area vai ser a mesma ... entdo ...

- P2: E ai vocé tira sua davida?

- A5: Sim.

- P2: Sim, a area é a mesma por conta desta relacao.

[...]
- A5: E, portanto que eu nem pensei naquilo ali [referindo-se & conclusdo que
chegou com as férmulas no quadro] porque eu estava pensando em olhar e
pensar alguma coisa, entdo eu pensei no semelhante e ndo sei 0 que, mas ndo
tinha nem pensado em usar a férmula pra concluir.

Pela fala de Al do G1 eles chegaram a mesma conclusdo e ela destacou que a

formulacdo desse problema estava bem confusa:

Eu achei que tinham umas coisas que pareciam pra confundir mesmo. As
vezes parece assim que, quando eu lia essas informacgfes, eu via que eram
proporcionais, que ia dar outra coisa, mas parecia que dissesse outra coisa, era
um detalhe simples, mas parecia que queria que explicasse outra coisa bem
mais aprofundada (fala de Al)

A pesquisadora 2 fez colocagbes destacando que percebeu durante a aplicacdo que o
enunciado ficou confuso principalmente por apresentar no enunciado um teorema e uma figura
inseridos que traziam situacOes diferentes. A professora regente ainda acrescentou que houve
uma quebra de estilo de problemas. Os primeiros foram bem experimentais e o quarto
totalmente tedrico e formal. A pesquisadora ressalta que essa colocacdo € muito importante para
que os enunciados sejam revistos e melhorados, inclusive ser elaborado outro aplicativo para
ilustrar a situacdo que acontece no enunciado do teorema. E acrescenta que a intencdo de
colocar o Teorema no enunciado do problema era para ajudar aos alunos a recordarem essas
relacBes de semelhanca, sem precisar provar o resultado de forma tedrica, mas que irdo rever
essa formulacdo para futuras aplicacdes.

Por fim, na explanagéo do problema 5 os dois grupos citaram que o volume da piramide
é um terco do volume do prisma com a mesma base, por isso os trés tetraedros, que compunham
0 material, tinham o mesmo volume. Porém, ao serem questionados como que eles tinham
observado isso, ndo conseguiram posicionar os tetraedros de forma a concluir o resultado e
tambem ndo expuseram célculos. Entdo, P2 os instiga a tentarem, mas eles tém bastante

dificuldade, como vemos no dialogo:

P2: O que vocés concluiram desses trés tetraedros ou piramides triangulares?
A2: Que tem a mesma base, entdo a area da base € igual, também tem a mesma
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altura, entdo se séo 3 o volume é 1/3 do volume total.
P2 [para 0 A2]: As trés tém a mesma base?
P2 [para 0 G2]: E vocés?
A5: A gente colocou que o volume das trés séo iguais pois elas ocupam o
mesmo espaco dentro do prisma.
P2 [para A5]: Como assim ocupa 0 mesmo espacgo?
A2: Por que o volume delas € igual?
[Risadas...]
P2: Mas eu quero saber por que o volume das trés é igual? VVocé [para A2]
falou que as trés tém a mesma base.
A2: Uhum.
P2: Entdo, elas tém as trés a mesma base?
A2: Nao.

Eles percebem que as bases sdo de mesma area, porém ficam por um tempo tentando
encontrar trés bases iguais e trés alturas iguais, porém sem sucesso (que de fato ndo hd). A
pesquisadora os instiga a comparar os tetraedros dois a dois e com isso conseguem entender
como pode ser percebida a equivaléncia dos volumes dos trés tetraedros.

Terminado o compartilhamento e busca do consenso P2 passou-se para a formalizacao.
Resgatando os resultados dos problemas 1 e 2, chamando atencdo para os resultados obtidos:
volumes iguais mesmo tendo-se bases diferentes, porém com a mesma area, no caso dos prismas
e cilindros; areas das bases e areas das secdes paralelas as bases iguais no problema 2. Com
essas informacdes, a pesquisadora, chamou atencdo para as caracteristicas dos sélidos
envolvidos nesses problemas: “eu tenho solidos que tém a mesma area da base, a mesma altura
e todas as areas das sec¢des iguais. No aplicativo vocés viram que conforme vocés véo subindo
e descendo todas as areas sdo iguais, ndo s6 num corte especifico.” Como isso se estendeu uma
conversa sobre definicdo de sélidos que teriam essas caracteristicas e quais nao teriam,
resgatando a definicdo e exemplos de superficies cilindricas. Para conseguir chegar no resultado
matematico P2 questiona os alunos sobre a pesquisa que tinham feito sobre Cavalieri, eles
relembraram dos indivisiveis, mas ndo conseguem relacionar com os problemas que tinham
sido aplicados, como percebemos na fala de Al de G1 “Sobre as partes dos planos acho, um
plano seccionando um soélido, vai ter as areas que vao ser proporcionais, ndo o volume, ndo
lembro [...] vai ter altura, e o volume também”. Com isso P2 explica que o resultado que
generaliza os resultados percebidos nos problemas 1 e 2 € o Principio de Cavalieri para o calculo

de volumes, conforme Figura 12.
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Figura 12: Principio de Cavalieri.

Resultado matematico que generaliza os resultados

O Principio de Cavalieri:

'
'

iDl;

Fonte: Autoras, 2022.

A pesquisadora exemplifica o principio com os sélidos que foram abordados nos
problemas, resgata a definicdo de volume de um cubo e de volume de paralelepipedo, e coloca
que a partir desse volume conhecido e do Principio de Cavalieri sabe-se o volume que qualquer
cilindro (e prisma). De forma analoga comparando piramides e cones, destacando que o
Teorema no enunciado do problema 4 é que garante as hipoteses do Principio de Cavalieri para
essa categoria de sélidos. Por fim, o problema 5, vem garantir que o volume de um tetraedro é
um terco do volume do prisma triangular de mesma base e resgatando o problema 4 esse
resultado é valido para qualquer piramide e cone.

Para fechar a formalizacdo P2 falou brevemente sobre o que é preciso para usar o
Principio de Cavalieri, destacando que apesar de ser muito Util, ndo é um resultado simples de
ser usado, pois para determinar o volume de um solido desconhecido precisamos de um outro
solido, que possua as mesmas medidas de area para cada se¢do horizontal e possua a mesma
altura que o solido do qual desejamos calcular o volume. Ha inimeros s6lidos existentes, mas
encontrar um que possua tais caracteristicas ndo é um trabalho facil, principalmente no que se
refere a corpos redondos. Para resolver esse problema temos as somas de Riemann e o Célculo
de Integral, que inclusive é uma das ferramentas para se demonstrar o Principio de Cavalieri.

Como fechamento da aplicacéo, foi deixado como atividade extraclasse, para entrega na
aula posterior, a elaboracdo de um problema matematico usando o Principio de Cavalieri, 0
material concreto composto por calotas de esfera e a anticlepsidra (Figura 13) e o aplicativo

disponivel no link https://www.geogebra.org/m/ThUDpCCt.
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Figura 13: Material concreto para o volume da- esfera.

E-2

Fonte: Acervo do Laboratério FAB3D, 2022.

A professora regente acabou deixando os alunos trabalharem na formulagdo dos
problemas durante as trés aulas da semana seguinte. Ndo houve a participacdo das
pesquisadoras, temos apenas o relato da professora e as atividades que foram elaboradas.
Segundo a professora, apenas trés alunos participaram da elaboracdo: Al, A2 e A5, e eles
trabalharam todos juntos e propuseram dois problemas. A principio os alunos ficaram
trabalhando sozinhos, mas a professora percebeu que eles ndo estavam conseguindo interpretar
0 material e o0 aplicativo, entdo ela auxiliou nesse momento para chegarem a uma conexao com
o0 Principio de Cavalieri.

Nos dois problemas propostos (Figura 14) percebemos a preocupagdo com uma situacéo
contextualizada, porém ndo ha efetivo uso do material concreto e do aplicativo. A professora
relatou que foram os alunos que decidiram elaborar problemas contextualizados, ndo foi uma
orientacdo dela. Os problemas foram apresentados e discutidos com a professora e nesse

momento foram feitas algumas corre¢des do enunciado para melhor interpretacéo.
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Figura 14: Problemas elaborados pelos alunos.

O principio de Cavaberi nos diz que, dados dois sdlidos A e B de mesma altura e
areas da base iguais, que estdo contidos no mesmo plano f, terdo o mesmo volume se
qualquer plano s, paralelo a /. determinar duas segdes transversais com areas iguais. A
partir dele vimos em sala que, se tomarmos uma anticlepsidra e uma esfera assentadas em

um mesmo plano horizontal, os seus volumes serdo iguais, Sabendo disso, considere as
questbes abaixo:

1. Maria possula uma ampulheta formada por cones de raio e altura iguais a dom.
Cerlo dia 0 gato de Mana quebrou sua ampulheta e ela transferiu a arela para um
pote com formato de esfera. Considerando que Maria foi capaz de recuperar toda a
areia da ampulheta. calcule a porcentagem do volume da esfera ocupada pela areia
da ampulheta se:

a) Um cone tem todo o seu volume preenchido por areia.

b) Um cone tem % do seu volume preenchido por areia. Considere a formula do
th a s

tronco de cone como: AE At Lol

2, Pedro estava em uma festa com uma taga de Martini como a ilustrada abaixo. em
determinado momento, Pedro esbarrou com a taga em uma mesa quebrando a base
que deixava a taga em pé. Para n&o perder o Martini, Pedro rapidamente pegou um
potinho de sobremesa comao o da figura. Considerando que a taca estava chela até a
borda com 100mi de Martini, considerando a laga como um cone de raio x e altura y,

@ 0 potnho de sobramesa como sendo a metade da uma esfera de ralo x e altura y,
assinale a resposia que comesponda a0 volume do potinho:

a) 100m
b) 150m
c) 200m
d) % e(100)ml
a) 250m

Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

Os problemas formulados foram criativos, mas a necessidade que os alunos sentiram em
propor algo contextualizado acabou tirando o foco da atividade proposta. Analisando os
procedimentos da formulacao de problemas da Figura 1, vemos que faltou a etapa 6, de rever o
objetivo (usar o material concreto e aplicativo), e entdo voltar ao enunciado ou voltar para a
etapa de formulag&o.

Consideracoes finais

Neste trabalho foi apresentada de forma detalhada a experiéncia vivenciada por uma
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turma da disciplina de Laboratdrio de Ensino de Matematica de um curso de Licenciatura em
Matemaética com aulas apoiadas na MEAAMaRP. Com essa pratica, 0s estudantes tiveram a
oportunidade de estudar o Principio de Cavalieri com uso de material concreto e de aplicativos
desenvolvidos no GeoGebra 3D de forma mais intuitiva, evitando dessa forma a reproducéo
automatica do uso formulas sem um significado conceitual (LEMKE; SIPLE; FIGUEIREDO,
2016). Nesta pratica os estudantes tiveram um papel ativo durante todo o processo, enquanto as
pesquisadoras e a professora regente o papel de mediadoras, como esperado pelo uso da
MEAAMaRP.

A discusséo das resolucdes feita pelos grupos foi um momento rico em que se tornou
evidente o processo de avaliacdo que os proprios estudantes fizeram sobre a sua resolugéo.
Como exemplo desse momento, citamos a discussdo do problema 3, em que 0s estudantes
observaram que existia diferenca entre o valor obtido pelos volumes que estava sendo causada
ao tomar as medidas dos artefatos, considerando ora medida externa ora medida interna; e, o
apontamento de uma possivel forma de obter um resultado mais preciso, que seria ao invés de
utilizar os fragmentos de arroz utilizar 4gua, pois dessa forma nao haveria brechas como as que
existem entre os gréos de arroz. Um segundo momento que consideramos importante para a
aprendizado dos estudantes foi da discussao dos resultados em que a professora pesquisadora
fez uma mediacdo que resultou na conclusdo almejada com a atividade proposta. Mais
especificamente, 0 momento em que A5 escreveu na lousa a sua concluséo obtida para apenas
uma das propor¢des (Figura 11), com a mediacdo da docente, a discente conseguiu expandir as
suas consideracdes.

Ao analisarmos a atividade de pesquisa (Momento 1), que foi entregue para as
pesquisadoras, percebemos que alguns alunos tinham informacGes bem completas com
exemplos ilustrativos do Principio de Cavalieri para o célculo de volumes, como podemos
observar no recorte apresentado na Figura 15. Porém, isso ndo foi suficiente para perceberem a
relacdo dos problemas com o principio. Ainda foi possivel perceber, durante a plenaria e
formalizagdo, uma lacuna dos alunos em relagdo a esse tema.

Na etapa da formulagéo de problemas néo houve a participacdo das pesquisadoras nem
na mediacdo e nem na discussdo. Com o acesso aos problemas elaborados e ao relato da
professora regente, percebemos que os alunos tiveram a preocupacéo em elaborar problemas
contextualizados, mas ndo usaram efetivamente o material concreto e o aplicativo nos
enunciados.

Com a experimentacéo destas atividades, as autoras puderam identificar enunciados que

502
Revista Paranaense de Educagdo Matematica, Campo Mourao, PR, Brasil,
v.12, n.27, p.480-506, jan.-abr. 2023.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA
o - - -g=
precisam ser reformulados, conforme sugestbes dos proprios estudantes, para facilitar a
compreensdo, ndo restar ddvidas do que estava sendo solicitado e que propicie de forma natural
o0s estudantes estabelecerem uma conexdo entre a pesquisa feita no primeiro momento da

sequéncia com as conclusdes obtidas com os problemas que foram propostos.

Figura 15: Registros da pesquisa sobre Cavalieri.

2. Sélidos com alturas Iguais 1ém meamo volume,

Utihzando aindn 0 Panciplo de Cavallon: sobdos com alturas iguais dm
vOILMES ANANY SO Sop0es pvalelas o oguaisiantos das bases Mvorom a
nesma aroa. Ou sop, ol sOldos WM o mesmo volume s as bases ostho
IQEPOCIVAMEME NO MEeSMmO plano o possuom 4 mosma dron, as alluras sio
guals @ qualguer plano paralelo n bases cota ombon oo sohidos em segies

10 Aroas iguais (puwa Jo 4)

O =
e — y o 1 Bt |
_— " ! ]

2 &2 A A ;Lf:z"/ A

S,

Figpan 4
Fonte: Dados da pesquisa, 2022.

Consideramos que a aplicacdo gerou novos conhecimentos para os alunos que no final
conseguiram perceber como o Principio de Cavalieri precisa ser usado e o uso dos materiais
concretos e aplicativos dindmicos geraram experiéncias que contribuiram para o aprendizado.
Durante a plenaria alguns alunos declararam preferéncia por um ou por outro, mas 0 consenso
foi que um complementou o outro. No momento da formalizagéo, exploramos como esse
resultado pode ser utilizado no calculo de volumes de variados solidos e sugerimos algumas
possibilidades de aplicacGes deste principio também no Ensino Bésico. Por fim, temos para nds

gue a MEAAMaRP fez os alunos discutirem e participarem ativamente de todo o processo de
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ensino-aprendizagem-avaliagdo, sendo uma experiéncia muito importante com que 0S
estudantes tiveram enquanto séo professores em formacéo.
A pesquisa segue ativa, buscando melhorias no enunciado dos problemas, novos
aplicativos para deixa-los mais dindmicos e almejamos novas aplicacdes em turmas de

formacéo de professores e também no Ensino Bésico.
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