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Resumo

Investigamos como diferentes tipos de desordem afetam a geracao de emaranhamento
entre os graus de liberdade interno (spin) e externo (posi¢do) em uma caminhada ale-
atoria quantica discreta no tempo. A desordem é modelada introduzindo um aspecto
aleatorio extra a caminhada aleatéria quantica: uma moeda classica de dois lados (ou
infinitos lados) que aleatoriamente dita qual moeda quantica conduz a evolu¢ao temporal
do sistema a cada posi¢do e/ou a cada passo de tempo dando origem a trés tipos distintos
de desordem. A desordem dindmica é independente da posicao, com cada posicao tendo a
mesma moeda ao mesmo tempo, a desordem estatica é independente do tempo, enquanto
a desordem flutuante possui aleatoriedade no tempo e posicao. Mostramos para alguns
niveis de desordem que o caso dinamico é o mais poderoso gerador de emaranhamento,
seguido de perto pelo caso flutuante, pois ambos levam ao maximo emaranhamento as-
sintoticamente no tempo para qualquer condicao inicial. Estudamos o nimero de passos
que o sistema deve dar até estar dentro de uma vizinhanca fixa do seu limite assintotico.
A desordem estatica é a geradora de emaranhamento menos eficiente, sendo quase sempre
menos eficiente que o caso ordenado, nao tem limite assintotico e, similarmente ao caso
ordenado, possui um comportamento em longo tempo altamente sensivel a condicao ini-
cial. Propomos ainda dois experimentos baseados em tecnologia atual onde essas idéias

podem ser testadas.



Abstract

We investigate how different types of disorder affects the generation of entanglement
between the internal (spin) and external (position) degrees of freedom in one-dimensional
discrete time quantum random walk. The disorder is modeled by introducing an extra
random aspect to quantum random walk: a classical two-sided (or infinitely-sided) coin
that randomly dictates which quantum coin drives the system’s time evolution at each
position and/or at each time step, giving rise to three distinct kinds of disorder. The
dynamic disorder is position-independent, with every position having the same coin at a
given time, the static disorder is time-independent, while the fluctuating disorder has time
and position dependent randomness. We show for several levels of disorder that dynamic
disorder is the most powerful entanglement generator, followed closely by fluctuating
disorder, both lead to maximally entangled states asymptotically in time for any initial
condition. We study the number of steps the system must move to be within a small fixed
neighborhood of its asymptotic limit. Static disorder is the less efficient entangler, being
almost always less efficient than the ordered case, has no asymptotic limit and, similarly
to the ordered case, has a long time behavior highly sensitive to the initial condition. We

also propose two experiments current technology based where these ideas can be tested.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Durante as primeiras décadas do Século XX, houve uma consolidacao dos principios da
mecanica quantica, criada para melhor entender os fenomenos em escala atomica. O
determinismo classico teve que ser revisto para dar lugar a interpretacao probabilistica
quantica da natureza. Paralelo ao desenvolvimento da mecanica quantica, outro campo de
estudos se aflorou principalmente depois da década de 30: a computagio [1]. A méquina
de Turing forneceu a base matematica da computacao ao mostrar que toda informacao
podia ser codificada através de simbolos binarios ("0"e "1") que representam a menor

unidade de informacao e ficaram conhecidos como bits |2].

Apesar do computador ter sido desenvolvido na mesma época da mecanica quantica,
a representacao fisica dos bits utiliza conceitos cléssicos. No final do século XIX, os
computadores eram eletromecanicos, sendo em seguida substituidos pelos computadores
a valvula que eram enormes e consumiam muita energia. O surgimento do transistor
em substituicao as valvulas possibilitou maior eficiéncia e diminuicao do tamanho do
processador, desencadeando uma corrida tecnolégica para a construcao de computadores
portateis com maior capacidade de processamento. Em meados dos anos 60, Gordon
E. Moore, engenheiro e co-fundador da Intel Corporation, observou que o aumento na
quantidade de transistores em um processador dobrava a cada dezoito meses. Esta lei,
conhecida como Lei de Moore, vem sendo razoavelmente obedecida até hoje e prevé que
por volta de 2020, serd necessirio apenas um atomo para representar um bit. Nesta

escala de tamanho, as leis da mecanica quantica sugerem uma mudanca de paradigma na
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computacao, logo a computacao classica cede lugar & quantica e ja nao falaremos mais de

bits, mas de quantum bits ou qubits [1].

Enquanto o computador cléssico trabalha em uma base binaria cujo estados logicos
sao "0"ou "1", na computagdo quantica temos estados quéanticos |0) e |1) e valendo-
se do principio da superposicao, um qubit pode ser representado também como uma
superposicao desses dois estados. No contexto da mecanica quantica, quando temos um
sistema de dois estados quanticos distinguiveis, este ¢ chamado de sistema de dois niveis,
tais como os estados de spin do elétron (para cima | 1) e para baixo | |)), a polarizacao da
luz circularmente (| O) e | ©)) ou linearmente (| J) e direita | <»)), estado fundamental e

primeiro estado excitado de um &tomo, entre outros [2] (pag. 14).

1.2 Caminhada aleatoéria classica e quantica

A caminhada aleatoria classica [3] (em inglés, classical random walk) trata da descrigdo
de uma particula que se movimenta unidimensionalmente com passos de tamanho fixo
e probabilidades p de ir para direita e ¢ = 1 — p de ir para a esquerda. Em outras
palavras, a cada passo, uma moeda ¢ jogada e dependendo do seu resultado, a particula
caminhara para direita ou para a esquerda. Esse é um tipico problema binario de tomada
de decisoes. Também nota-se que a caminhada é um processo markoviano, visto que cada
passo nao carrega informagao do passo anterior [4]. Nao é possivel prever onde a particula
estard ao fim de uma caminhada, o que se pode fazer é um levantamento estatistico da
distribuicao de probabilidade de sua posicao final. Nos casos em que p = ¢, encontramos
uma distribuicao discreta com um maximo na origem, uma distribuicao binomial. Quando
o numero de passos é alto, podemos descrever sua distribuicao de probabilidade através
de uma distribuicao gaussiana cuja variancia ¢ proporcional ao nimero de passos 7, ou
seja, 0% oc n [5].

Em 1993, Aharonov et al. [6] pensaram em um anélogo quantico desse problema,
introduzindo um grau de liberdade extra, tipicamente quantico que determina a direcao
com que a particula se move, surgindo assim a caminhada aleatoria quantica, ou Quantum
Random Walk (QRW) em inglés. Agora, ao invés das probabilidades classicas temos am-
plitudes de probabilidade quanticas que determinam onde a particula pode ser encontrada.

Como visto na figura 1.1 (a), enquanto que classicamente a particula (representada por
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Classico Quantico

Tempo

Figura 1.1: Ilustracao da caminhada aleatoria (a) classica e (b) quantica. Figura retirada
de [7] com adaptacoes.

um homem) caminha seguindo uma rota especifica, quanticamente (b) seu pacote de onda
viaja por todos os caminhos possiveis e efeitos de interferéncia construtiva e destrutiva
causam uma drastica diferenca na distribuicao de probabilidade quéantica em relacao ao
caso classico. Essa distribuicao tem picos laterais, afastados da origem. Além disso, de-
pendendo das condigoes iniciais ou do operador evolugao temporal (ou moeda quantica),
essa distribui¢do pode tender para um dos lados ou ser simétrica [8]. Também temos que
02 o n?, havendo um ganho quadratico na dispersao (comportamento balistico) quando

comparado a situacao classica, como veremos nas proximas secoes.

Podemos entender a caminhada quantica a partir de um arranjo baseado no experi-
mento de Mach-Zehnder [9].Para isso, substituimos os espelhos por outros divisores de
feixe (beam splitter, em inglés), dispondo-os em sequéncia semelhante a uma mesa de
pregos (ou Galton’s Board) como ilustrado na figura 1.2 a esquerda. Apos o feixe sofrer
multiplas reflexoes e transmissoes é detectado em ¢t = 4. A principal caracteristica do
divisor de feixe é que metade do feixe é transmitido e a outra metade é refletida ganhando
7/2 de fase, cada metade com amplitude de 1//2 do feixe original [10]. Mas, se partirmos
do experimento do ponto de vista classico para o quantico, ou seja, se reduzirmos o feixe

a um tnico foton, obteriamos o mesmo resultado [9].

Segundo a figura 1.2, vemos que o feixe incide em 7 = 0 pela esquerda. A direcao de
propagacao é o grau de liberdade extra e podemos dizer que a cada passagem pelo divisor
de feixe, o feixe original é colocado em uma superposicao de dois feixes com metade indo
pela esquerda e a outra metade pela direita. Observe por exemplo, o feixe que parte de
j =0 para 7 = +1 em t = 3. Nesse caso, ha a soma de duas ondas com igual amplitude

mas com uma diferenca de fase de 7 ja que parte do feixe sofreu trés reflexoes adquirindo
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Posicao Classico P30
D1 j:+4 j=4 | j=3 | j=2 | j=-1 | =0 | j=+1| j=+2| j=+3 | j=+4
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Figura 1.2: Arranjo experimental para ilustrar a caminhada quéantica usando varios di-
visores de feixe (BS). Figura retirada de [7| com adaptagoes. A direita, tabelas com as
distribuicoes de probabilidade cléssica e quantica.

uma fase de 37/2 enquanto que a outra parte sofreu apenas uma (7/2), caracterizando
uma interferéncia totalmente destrutiva. Diferentemente, o feixe que parte de 5 = 0 para
j = —1 em t = 3 sofrerA uma interferéncia construtiva, jA que ambos tém as mesmas
amplitudes e a mesma fase 7, pois cada feixe foi refletido duas vezes. Portanto, para
t=3em j=+1ej= —1 temos probabilidades de 1/8 e 5/8 respectivamente (figura 1.2,

tabelas a direita) distintas da probabilidade classica.

A distribuigdo de probabilidade P(j,t), ou seja, a soma do médulo quadratico de
cada parte do feixe que chega em uma certa posicao j, é diferente do caso classico, como
pode ser notado na tabela da figura 1.2 a direita. Para resgatar o resultado classico,
necessitaria que a cada passo tivéssemos um detector de fotons "nao-interferente", isto é,
que detectaria apenas qual caminho que o féton tomou, mas permitiria que ele continuasse
sua trajetoria. Assim, o estado do foton se colapsaria a cada passo e o que teriamos
seria um tnico caminho com amplitude de probabilidade igual a um, como uma bola
em uma mesa de pregos (caso classico). Entdo o local onde ocorre a deteccao influencia
diretamente a distribuicao de probabilidade, ¢ a influéncia do observador provocando o
colapso da funcao de onda. Apesar de ser simples teoricamente, esse arranjo tem uma

série de dificuldades do ponto de vista experimental, tais como alinhamento, distancia

4
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entre divisores, quantidade de divisores e detectores necessarios para montagem [9].

Em termos de aplicacdes na computagao quantica, em 2009, Andrew M. Childs el al.
[11] demonstrou que a caminhada quéntica é uma forma de computagao universal visto
que, a principio, qualquer algoritmo quantico pode ser reescrito como uma caminhada
aleatoria quantica. Entao, segundo seu trabalho, qualquer problema que pode ser resolvido
utilizando um computador quantico também pode ser resolvido via caminhada aleatoéria
quantica. Nessa mesma linha, Neil Shenvi et al. [12] propuseram um algoritmo de busca
mais eficiente utilizando o comportamento balistico da caminhada quantica.

Além do ambito computacional, a caminhada quantica pode ser util para explicar ou-
tros fendmenos, como por exemplo a transferéncia de energia da fotossintese [13]. Essa
ocorre quando a luz do sol é absorvida pelas antenas clorossomicas na planta e transferida
para uma regiao onde ird ocorrer uma conversao dessa energia. Em alguns casos a efici-
éncia da absorcao de energia de certas plantas e sistemas bacterianos pode chegar & 99%
[14]. O modo que essa energia ¢ absorvida é retirando um elétron de uma regiao neutra
deixando nela um "buraco"formando um par elétron-buraco (éxciton). Essa caminhada
do éxciton e a eficiéncia de transmissao de energia podem ser comparadas a caminhada
quantica, pois é um sistema baseado em estruturas de Born-Markov para incorporar efeitos
quanticos na transferéncia de energia. Apesar de recente, esse assunto se torna promissor
ao unir a biologia e a teoria de informacao quantica, oferecendo perspectivas de aplicagoes

em fotossistemas artificiais.

1.3 Implementacoes experimentais

Sendo o passeio aleatério um modelo tedrico e com aplicacoes, seria interessante observa-
lo experimentalmente. Pensando nisso, varias pesquisas abordaram formas de verificar
em laboratorio a caminhada quantica. Em 2010, A. Schreiber et al.[16] propuseram um
arranjo experimental utilizando elementos 6pticos passivos tendo a polarizagao do foton
como grau de liberdade extra do sistema. A vantagem desse modelo esta no espaco de
montagem, pois as ondas seguem uma trajetoria fechada (figura 1.3). Assim que o foéton é
langado por um laser, sua polarizagao inicial é feita através de placas de meia onda (HWP)
e de quarto de onda (QWP). Ao passar pelo divisor de feixe (BS), parte da amplitude de

probabilidade desse foton ficaria confinada no circuito enquanto que a parte transmitida
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seria detectada em um fotodetector (FD). Na placa "moeda'"de meia onda (Coin-HWP),
a polarizagao do foton giraria em 45°. Ao chegar no primeiro divisor polarizador (PBS1)
cada foton ficaria em uma superposicao de dois estados. Ao sair, eles passariam por dois
cabos oOpticos, sendo que um deles fard uma volta (loop), que resultard em um atraso,
um deslocamento de um dos dois f6tons gerados e s6 depois de chegar em PSB2, eles
se unirao em um unico feixe sofrendo superposicoes devido ao deslocamento. Apés isso,
o feixe sofrerd duas reflexdes e, ao chegar em BS, a parte refletida serd detectada e a
transmitida realimentara o sistema. Observou-se nesse experimento uma distribuicao de

probabilidade quantica apds cinco passos.

Coin-HWP 1*passo | C s
PBS HWFP QWP

Figura 1.3: A esquerda: Esboco do arranjo experimental. Um campo do laser é atenuado
até ao nivel de um tnico foton através de filtros de densidade neutra (ND) e acoplado
ao circuito da rede através de um meio-divisor de feixe (BS). HWP: placa de meia onda;
QWP: placa de quarto de onda; PBS: polarizante BS; APD: "fotodiodo avalanche". A
direita: figura esquematica do que ocorre com o pacote de onda ao passar pelos PSB1 e
PSB2, em que as setas representam a polarizagdo do foton. Figura retirada de [16] com
adaptagoes.

Em 2013, A. Crespi et al. [17] construiram um aparato experimental utilizando foto-
nica integrada, onde uma caminhada quantica é construida em circuitos integrados de
guia de onda, proporcionando 6tima estabilidade de fase. Eles utilizaram técnicas de
escrita de laser de femtosegundos sobre uma superficie de vidro. Onde o laser escreve,
origina-se um caminho com alto indice de refracao, aprisionando um f6ton similarmente a
uma fibra 6ptica. Assim, os autores foram capazes de forjar uma série de interferémetros
em um vidro que reproduz a dinamica da caminhada aleatéria. Como visto no tltimo
quadro da figura 1.4, anal6go dos divisores de feixe, sao os acopladores direcionais que fa-
zem dois pacotes de onda dos fotons interagirem: dispositivos em que duas guias de onda
sao trazidas perto e acopladas por um campo evanescente. E a escrita laser que permite
fabricar acopladores direcionais com uma geometria tridimensional tinica, que permite um

comportamento independente de polarizacao. Esse sistema é ainda mais interessante pois
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pode gerar caminhadas com diferentes tipos de desordens, em que o modo de caminhar
pode variar a cada passo n (desordem dindmica, figura 1.4(a)), na posi¢do m, (desordem
estatica, figura 1.4(b)), ou mesmo unindo os dois casos na desordem flutuante, figura

1.4(c). Isso é possivel de ser feito incluindo em cada caminho 6ptico um deslocador de
fase (FS).

(a) 2

i = ‘. (b) mﬁ'

1 LY © + 1
LY %2 A LY . . §%
A ‘% 3 e
— X * 1 — ¢ d 1
3 . > B . - x5
. = - . * LY =
B * - B >3
— - — ) ) L) -
B g _ : :'1‘:
1
* - 12 * * S
n
c m i 1
(c) [ = . . Acoplador direcional
A LY - e 3
v — < : > 5 - "
6
B LY . := i e
— kY >4 ——
_ - 10
) * - 11
‘ - 12 —

Figura 1.4: Estruturas da caminhada aleatéria quantica para 6 passos com inicio em
A e/ou B, em que n é o nimero de passos e m é a posicdo. Podemos observar uma
distribui¢ao de deslocadores de fase (caixas coloridas) implementando as desordens (a)

dindmica, (b) estatica e (c¢) flutuante. O ultimo quadro mostra um acoplador direcional.
Figuras retiradas de |7, 17| com adaptagdes.

1.4 Emaranhamento quantico

Durante o desenvolvimento da mecanica quantica, varios principios e postulados foram
propostos para nos permitir explorar o universo atomico. Um dos mais importantes é
o principio da linearidade ou superposi¢ao, que informa que se dois estados | 1) e | |)
pertencem a um certo espaco de Hilbert H., a combinacao linear desses estados também
pertence a H,, ou seja, também é solugao do sistema [18|.

Para ilustrar esse problema de maneira mais didatica, Schroedinger propds em 1935
um experimento mental que é muito conhecido na Fisica, "o gato de Schroedinger"[19].
Trata-se de um gato com um dispositivo de um atomo instavel em uma caixa selada.
Se o atomo nao decair, permanecendo como um atomo instavel, o gato ird sobreviver.

Contudo, se o &tomo decair para um caso estavel, o dispositivo liberard um gas venenoso

7
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que matara o gato. Entao o estado geral desse sistema que contém todas essas informacoes

2

é:
) = a|Atomo instavel) ® |Gato vivo) + 3|Atomo estavel) ® |Gato morto). (1.1)

Interpreta-se |o|? e |3]? como as densidades de probabilidade do atomo decair ou nao,
em que |a|? + |3 = 1. Esse estado geral também pertence ao espago de Hilbert que
descreve o sistema, entao deve-se afirmar pela mecanica quantica que o gato esta em uma
superposicao de estados "vivo e morto". Apenas se abrirmos a caixa, saberemos o que
houve com o gato, pois iremos colapsar o sistema para um ou outro estado. Porém, nota-
se algo importante: O gato nao estara vivo se o atomo decair, nem estara morto se ele nao
decair. Entao, apesar das informacoes do gato pertencerem a um espaco de Hilbert H, e
as informacoes do atomo pertencerem a H,, essas estao emaranhadas ou entrelacadas no
espaco de Hilbert H, ® H,.

O emaranhamento ou entrelacamento é um fendémeno quantico que ocorre quando ha
a necessidade de dois ou mais estados serem correlacionados para que o objeto possa ser
corretamente descrito fisicamente, mesmo que esses objetos estejam espacialmente separa-
dos. Esse fendmeno do emaranhamento quantico em que, ao medir um dos componentes
correlacionados, faz o estado geral colapsar instantaneamente, independente de fatores
como a separacao espacial entre eles, é chamado de nao-localidade [18]. Apesar de cor-
reta, essa afirmacao trouxe consigo um paradoxo proposto por Einstein, Podolsky e Rosen,
conhecido como "paradoxo EPR"[20]|. Esse afirma que, se duas particulas compoem um
estado geral (por exemplo, dois fotons resultantes de uma aniquila¢ao elétron-positron),
quando separados, a correlacao entre os estados deve permanecer e, ao medir o estado de
uma dessas particulas, o estado da outra particula ird colapsar instantaneamente, pois
nao ha restricao na velocidade de transmissao de informacao e isso fere um dos principios
da relatividade: toda informacao viaja na velocidade da luz ou abaixo dela.

Até meados do século XX, acreditava-se que nao seria possivel verificar o emaranha-
mento, deixado apenas como uma questao filosofica. No entanto, em 1964 John Bell [21]
mostrou que era possivel quantificar a nao-localidade utilizando um sistema relativamente
simples, um par de sistema de dois niveis, como um par de elétrons correlacionados. Assim,
ele pdde mostrar que era possivel verificar a nao-localidade, observada experimentalmente
em 1982 por A. Aspect et al. [22].

Com a quantificagdo do emaranhamento quantico, esse fendmeno deixa de ser uma
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mera situacao filosofica para se tornar uma ferramenta para a teoria da computacao
e informacao quantica criando novas situacoes que nao seriam concebiveis no mundo
classico [18]. Um dos exemplos mais famosos é o teletransporte quantico |23], em que nao
ha teletransporte de energia ou matéria, mas é possivel teletransportar informagao, como
o spin do elétron ou a polarizacao do foton, por meios unicamente quanticos, que nao

dependam de meios de transmissao.

O estado de um caminhante quantico, como veremos a seguir, ¢ dado pelo produto
tensorial entre seu estado interno (spin, polarizagio, etc) e o estado externo referente a
posicao. Portanto, podemos quantificar o emaranhamento entre os graus de liberdade
interno e externo. O formalismo utilizado para descrever a caminhada quantica e calcular

o emaranhamento serao apresentados no proximo capitulo.

1.5 Organizacao da dissertacao

No capitulo 2 apresentaremos o formalismo matemaético da caminhada aleatoria quantica
na secao 2.1, descrevendo matematicamente os estados quanticos e o operador evolucao
temporal do sistema. Na secao 2.2, apresentaremos um panorama sobre o emaranhamento
entre os graus de liberdade interno e externo da particula, bem como uma forma de

quantifica-lo através da entropia do sistema.

No capitulo 3 abordaremos os resultados obtidos, sobretudo a possibilidade de gerar
emaranhamento maximo independente do estado inicial do sistema ultilizando moedas
randomicas variando dinamicamente. Na secao 3.1 descreveremos os diferentes tipos de
desordem, dando especial enfase a desordem dinamica a qual nos nos permite gerar ma-
ximo emaranhamento. Faremos uma demonstracao dos resultados, bem como uma prova
analitica (segdo 3.2) para a condicdo de maximo emaranhamento no limite assintotico
e quais as condicoes para que essa prova analitica tenha validade. Na subsecao 3.2.1,
comentaremos sobre a condicao proposta no limite assintdtico que o operador densidade
tende a ser constante pois seus termos convergem a valores bem definidos. Em seguida,
comentaremos sobre outras desordens (estatica e flutuante) e faremos uma comparagao
de resultados (segao 3.3). Como proximo passo, estudamos as possibilidades de variar
as desordens dinamicas diminuindo os intervalos dos termos que compdem o operador

unitario (se¢do 3.4) e estados iniciais altamente nao-localizados, utilizando uma distri-

9
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bui¢ao gaussiana (segao 3.5). Ao final, teremos uma breve discussao de como verificar o
emaranhamento do ponto de vista experimental (se¢ao 3.6).

No ultimo capitulo, apresentamos conclusoes e perspectivas do presente trabalho.

10



Capitulo 2

Modelo tedrico

2.1 Caminhada aleatéria quantica

Considere uma particula confinada em uma dimensao (eixo j) com igual probabilidade
(moeda nao-viciada) de ir para direita ou para esquerda. Classicamente, apos N passos,
a sua distribuicao de probabilidade é definida entre j = —N e j = N e pode ser des-
crita por uma distribui¢do binomial (caso discreto) ou por uma distribui¢ao gaussiana ao
considerarmos o nimero de passos suficientemente grande (caso continuo).

A caminhada aleatoria quantica é o analogo da caminhada aleatoria classica, mas
neste caso, a natureza quantica tanto da moeda quanto a do caminhante é manifestada:
as probabilidades classicas sao trocadas por amplitudes de probabilidades. Em outras
palavras, a moeda e o caminhante podem estar em uma superposicao de estados que cor-
respondem aos vetores da base e as amplitudes de probabilidade das vérias possibilidades
de caminhos interferem |6, §|.

Formalmente, o caminhante quantico unidimensional necessita de duas informacoes
para descrever seu estado. Uma dessas é o estado externo, referente a informacao de
posi¢ao |¥,), pertencente a um espago de Hilbert H), infinito e enumeravel. Esse estado
pode ser escrito como uma superposicao dos estados das posicoes j, |¥,) = > ilj)p
tal que Y . |a;|*> =1 e j € Z. Se o estado inicial for |¥,)g = |0),, o caminhante parte
da origem. J& a informacao interna, referente ao grau de liberdade extra do sistema, é
descrito em uma moeda (quantica), existente no espaco de Hilbert bidimensional, ou seja,
|W.) € H,., cujos estados podem assumir | 1), | }) ou qualquer superposi¢ao desses dois

estados, |¥.) = a| 1) +b| |) em que |a|> + [b]*> = 1 e a,b € C. Portanto, o estado geral de

11
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um caminhante quantico é caracterizado pelo produto tensorial entre esses dois estados,
e esse estado pertence a um espago de Hilbert H; dado por H; = H, ® H.. Entao, |¥(t))

é descrito de maneira mais geral como

() = (a(i, B 1)+, )] 1) @ 1), (2.1)
J
tal que >-.(la(j,t)]* + [b(j,t)|* = 1. Um estado inicial ndao necessariamente parte da
origem (j = 0), mas pode partir de qualquer posigao ou estar definido em varias posicoes.
Quando partimos da origem chamamos de estado inicial local, sendo um estado inicial do
tipo

|W(0)) = (cosas| 1) + e sena| 1)) @ |0), (2.2)

sendo 0 < ay, < me 0 < [y < 2w Nos outros casos, em que o estado estd definido em
varias posi¢oes, chamamos de estado inicial ndo-local [24].

Matricialmente, | 1) e | J) sdo normalizados e podem ser descritos como,

1 0
1) = )= : (2.3)
0 1

O operador que descreve o passo da caminhada quantica, ou seja, o operador evolugao
temporal do sistema ¢ U = S(C’(t) ®fp), em que é(t) é o operador moeda, fp a identidade
no espaco de posicao e S o operador de translacao condicional. Um C (t) arbitrario deve

pertencer ao espaco SU(2). Ignorando o termo de fase global, tem-se um operador unitario,

C(t) = (en D [+ e DT+ el D [+enl DED, (2.4)
tal que e = \/q(t), ey = /1 — q()e®D | )y = /1 — q(t)e?D e ¢ = /q(t)e D0

nos intervalos de 0 < ¢(t) < 1e 0 < 0(t), p(t) < 2m. Esses parametros sao independentes,
e ndo necessariamente sao fixos ao longo da caminhada. O termo ¢(t) é a tendéncia
(bias) da moeda. Quando ¢(t) = 1/2, temos uma moeda justa, ou seja, que gera uma
superposicao de estados com mesma modulo de amplitude de probabilidade, gerando
uma superposi¢ao igualitaria entre | 1) e | |), e para o caso de ¢(t) # 1/2 temos uma
moeda tendenciosa. Os outros dois termos definem as fases dos estados superpostos.
Assim, ao aplicar o operador evolucao temporal em um certo tempo ¢, dois termos sao

gerados e movem-se uma, unidade de espaco dependendo das informacoes de t —1, ou seja,

12
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[P(t) = U@)|(t—1)) =%, (aly, )| 1) +b(4,t)| }))®]j). As amplitudes de probabilidade

a(j,t) e b(j,t) sdo descritas como

a(j7 t) - CTT(t)a(j - 17t - 1) + CTi(t)b(j - 17t - 1)7

b(j,t) = cir(t)a(j +1,t — 1) + ¢y (H)b(5 + 1,t — 1). (2.5)

Quando analisamos a aplicacao de um C’(t) no estado interno, notamos que sempre
teremos uma superposigao de estados cos(a;)| 1) + sen(a;)e™i| 1), em que 0 < a; < 7 e
0 < B; < 27, Esses estados, podem adquirir infinitas possibilidades de superposicao sendo
mapeados numa esfera de Bloch (figura 2.1) definindo um qubit [¢) [2]. Entéo o que C(t)
faz é girar o estado interno (qubit) e podemos decompor esta rota¢ao num produto de

trés matrizes,

P o [ e 0 cos(vu/2) —sen(v./2) e u/2 0 (26)
u=€"" . . ’ .
0 efu/2 sen(vu/2)  cos(Vu/2) 0 edu/2

em que , By, Yu € 0, devem ter valores reais. Os trés ultimos parametros representam
rotacoes em x, y e z respectivamente e o primeiro parametro é uma fase global. Na
verdade, esse operador C,, & 0 mesmo da equagao 2.4, apenas decomposto em trés angulos
para representar as rotagoes na esfera de Bloch. Para recuperar o operador unitario da

equacao 2.4, devemos multiplicar as trés matrizes e substituir o, = 7, cos(7./2) = /4,

By =20 e 6, = 2¢p + .

1)

dddddd

Figura 2.1: Esfera de Bloch que representa todos os possiveis qubits (retirado de [2] com
adaptagoes).

Na caminhada quantica, usa-se uma moeda quantica C'(t) fixa e as moedas mais comu-

mente usadas em artigos da literatura sdo Hadamard [8] (¢(t) = 1/2,0(t) = ¢(t) = 0), que

13
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corresponde ao papel do campo magnético num experimento de Stern-Gerlach e Fourier
(q(t) =1/2,0(t) = (t) = 7/2), também conhecido como moeda de Kempe, que descreve
o divisor de feixes num experimento de Mach-Zehnder [15], como mostrado no capitulo
anterior. Para a moeda Hadamard, por exemplo, os valores de rotacoes na equacao 2.5
devem ser 5, = 0, v, = 7/2 e §, = m, além do termo «, = w/2. Entao, ela ird girar
o vetor estado 90° em y e depois 180° em z. Podemos escrevé-los na base de projetores

como

=7(|T><T|+|T><¢|+|¢><T|—|¢>(¢I)
FZE(ITMTIHW@IHI D T+HIDAD (2.7)

Ja na forma matricial, ambos os operadores sao escritos como,

g (! P L[ (2.8)
V21 1 Vel i1 ) '

Como queremos ver como os estados internos e externos evoluem ao ser aplicado
o operador U , vamos utilizar como exemplo quantico a moeda Hadamard por ser mais
utilizado na literatura. Como ja mencionado, ao aplicarmos o operador evolucao temporal
no estado [¥(0)), é(t) atuaréd apenas nos estados de spin, pois pertencem ao mesmo espago
de Hilbert. O operador identidade se aplica aos estados de posi¢ao. Aplicando o operador
U em um estado inicial local [¥(0)) = | 1) ® |0), temos

U1%(0)) = S(CO1$(0)e ® L]1(0)),) = S %(I N e[0)+[)@]0)]. (2.9)

O operador S e operador de translacao condicional, escrito matematicamente como
§= Z FHDGIR DA+ = DGl @ D). (2.10)

Assim, ao ser aplicado, esse operador translada os estados condicionados pelo estado
interno, ou seja, o estado | 1) ® |j) vai para [j+ 1) e | }) ® |j) para |j — 1), emaranhando

o estado interno com a posicao,

S

(\T>®|O>+H>®|0>) (Inel+hH+lhel-1). (2.11)

1
V2

14

%I



2.1. CAMINHADA ALEATORIA QUANTICA

A evolugao unitaria dada pelo operador U evolui temporalmente o estado. Apos
n passos, cujo tempo varia discretamente de ¢ = 0 até t = n, o estado é dado por
|U(n)) =U(n)..U1)|¥(0)) = 7], U(t)|¥(0)) onde T representa um produto ordenado
temporalmente.

——Hadamard

—— Gaussiana
0.150 T T T T T

0125 | 5 30 ] 1

0
0.100 0 20 40 60 80100 E
t

0.075

P(J)

0.050

0.025

0.000 : . .
100 75 50 -25 0 . 25 50 75 100

Figura 2.2: Distribuicao de probabilidade para as caminhadas classica e quantica. No
detalhe, vemos como a dispersao evolui no tempo.

Na figura 2.2, encontra-se uma comparacao de distribuicao de probabilidade entre os
casos classico e quantico partindo de um estado inicial |¥(0)) = | 1) ® |0) utilizando
a moeda Hadamard. Nota-se que essa evolucao leva a uma distribuicao assimétrica e
distinta do caso cléassico. Isso se deve aos efeitos de interferéncia construtiva e destrutiva
que ocorrem durante o processo e que nao acontecem no caso classico. As interferéncias
destrutivas ocorrem em maior quantidade nas regioes centrais, por isso ha essa maior
concentragao de probabilidade nas regioes laterais. No caso da moeda fixa, o estado
inicial interfere diretamente na distribuicao de probabilidade. Outro ponto importante
¢ a informacao do quadro menor da figura 2.2, em que ha um grafico da dispersao do
sistema. O caso classico tem o o v/£, informando um "afinamento"da gaussiana ao longo
do tempo (proporcional ao ntiimero de passos), com a distribuigdo se concentrando na
regiao de origem. Ja o caso quantico tem como caracteristica o o o ¢, sendo essa uma
das assinaturas do caso quantico, a dispersao balistica [8].

Para uma distribuicao de probabilidade simétrica, procura-se uma superposi¢ao de
estados de spin (ou de outro sistema de dois niveis estudado) que se adeque a moeda. Por

exemplo, para o caso Hadamard, um dos estados possiveis é o estado |¥(0)) = 1/v/2(] +
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)+1] 1)) ®]0), que equivale a dizer que dois elétrons de spins contrarios sao lan¢ados em um
experimento de Stern-Gerlach com uma diferenga de fase de /2 entre eles, fazendo com
que seus estados nunca se sobreponham. Mas para esse caso, a moeda Fourier nao traria
um resultado simétrico. Um estado inicial possivel seria o [¥(0)) = 1/v/2(| 1) +| 1)) ®10),
que corresponde a dois feixes com mesma fase lancados nas dire¢oes opostas de um divisor

de feixes [8].

2.2 Emaranhamento em caminhadas quanticas

O emaranhamento na caminhada quantica ocorre entre os graus de liberdade internos
(sistema de dois niveis) e externo (posi¢ao), pertencentes a espagos de Hilbert distintos,
mas correlacionados por um produto tensorial para descrever o estado total. Essa ca-
racteristica quantica pode ser quantificada através da entropia de von Neumann, uma
forma de medida de informacao aplicada a estados puros bipartites em uma transfor-
magao unitaria [24]. Para a densidade parcialmente reduzida pc(t) = Trp(p(t)) [25],
Sg = =Tr(p(t)logz(pc(t))), sendo Sk a entropia de emaranhamento do sistema e Trp(.)
o trago sobre os graus de liberdade de posicao, além de p ser o operador densidade do
sistema,

R I PR ER) o)

S0 0GR )

em que a(j,t) e b(j,t) sao as amplitudes dos estados de moeda em cada posigao no tempo.
A entropia de von Neumann acaba resultando em um valor entre 0 e 1, que informa a

medida do emaranhamento e pode ser expressada como Sg = —rlogs(ry)—r_logs(r_) tal

que 7+ = (1/2+4/1/4 — a(t)(1 — a(t)) + |7(t)[?) sdo os autovalores da matriz densidade
onde a(t) = > [a(f, )> = 1=32; [b(5,t)]* e v(t) = 3=, a4, t)b*(j, ) sdo termos da matriz
densidade. Nos casos das moedas fixas, ou seja, quando o operador C(t) é constante no
sistema, a entropia converge no limite assintotico (f o« N — 00). Assim, podemos definir
em qualquer instante de tempo se o estado esta nao-emaranhado onde Sg = 0, totalmente
emaranhado com Sg = 1 ou parcialmente emaranhado (0 < Sp < 1).

Para definir o grau de emaranhamento, ¢ mais facil comecar definindo o que nao é um
estado emaranhado. Um estado nao-emaranhado (Sg = 0) ocorre quando a medigao de

qualquer informacao de um espaco de Hilbert nao traz consigo nenhuma informacao do
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outro espago. Nesse caso, o vinculo desses estados pode ser expresso por um tnico produto
tensorial. Um exemplo no cenario da caminhada quéntica seria um estado | 1) ® |0).
Nesse caso, as informacoes ja estao definidas, ou seja, ja se conhece a posicao e o spin
do sistema, a medicao de um deles nao nos oferece nenhuma informacao do outro: o
estado de spin ja é definido para cima e a posicao ¢ a origem j = 0. Outro exemplo seria
(D + ) ®(—1)+|+1)) em que a medigao da posi¢ao nao traz também nenhuma
informacdo do spin dessa particula. J& um estado totalmente emaranhado (Sgp = 1)
ocorre quando cada estado de um espacgo de Hilbert esta vinculado diretamente com uma
informacao de um outro espago de Hilbert como, por exemplo, (| ) ®|—1)+| ) @ |+ 1),
em que ao medirmos a posi¢ao, saberemos em qual spin ele se encontra. Entao um estado
totalmente emaranhado trard uma informagao unica a cada medida [18]. Ainda temos o
estado parcialmente emaranhado quando Sg esta entre 0 e 1 [24].

Com isso, podemos gerar um grafico do emaranhamento nesse limite para as moedas
Hadamard e Fourier. Partindo do estado local, [1(0)), = |0), traga-se todos os possiveis
estados de moeda obtidos pela equacao 2.1, em que 0 < a; < 7 e 0 < f; < 27, para as

duas moedas estudadas (figura 2.3).

(@) (b)
1,0
Sg SE
0.9
0.8
0.7

2r 0

Figura 2.3: Mapeamento da entropia de von Neumann para todos os possiveis estados
internos, partindo do estado de posi¢ao local utilizando as moedas (a) Hadamard e (b)
Fourier.

Tracadas todas as possibilidades, observamos as entropias possiveis do sistema, com
regioes proximas de méaximo emaranhamento, Sg ~ 1, e de minimo em 0, 74 aproxima-

damente. Um ponto de méaximo do sistema, por exemplo, é em «a; = 1,2;3; = 0, onde

SE ~ 0,99865 para o Hadamard. Tanto nessa moeda quanto na Fourier, h& resultados
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que convergem em menos de 100 passos, e outros que levam milhares de passos até fi-
nalmente convergir. Os resultados também sao diferentes devido a moeda, tendo poucos
casos coincidentes.

Para observar as diferengas no emaranhamento entre estados locais e nao-locais, calcu-
lamos a entropia de emaranhamento da moeda Hadamard para o estado inicial de moeda
\/L§(| ) +i| 1)), mas utilizando trés estados de posigao, um local e dois nao-locais (fi-
gura 2.4). Percebe-se que os resultados convergidos de emaranhamento sio distintos, com
diferenca de emaranhamento notavel entre os casos locais e nao locais, sendo o caso (c)
atingindo um emaranhamento ainda menor que o mais baixo emaranhamento do estado

local (~ 0, 74).

1’0 T cavesdregatenvedeccnsnnne’ lovensvernionccinncninnerennen
ot
\-4_-: y“ =E__mm
e j{ am Em" " an " eSS Eiaa S EEEEEEEN NN ENEEEEEEEENEEEEEEE
10,8 |14 ]
k “\‘ iz“) Ataghl Ay ah Lasdsabiandtaabbsabisabbsntingl
0,6 | J i
—*= (a) Sz = 0,98
04 (a) Sg |
—— (b) Sz ~ 0,87
02|
—m (€) Sy~ 0,66
0,0 1 1 1 1
0 10 20 70 80 20 £ 100

Figura 2.4: A entropia de emaranhamento do estado inicial dado pelo produto tensorial de
\%(\ M +i| 1)) com os estados de posicao (a) \%(\—DH—H)), (b) 10) e (c) \%(!—1)—]—1—1))
para cada passo cuja evolucao é dada por uma moeda Hadamard.

Por esses exemplos, nota-se que o emaranhamento no limite assintotico é muito sensivel
as condigoes iniciais e a moeda quantica utilizada, e em nenhum dos casos descritos nos
leva a uma condi¢cao de méximo emaranhamento. Além disso, quanto mais nao-local
for o estado inicial, menores serdo os valores nos pontos de minimo, chegando a estados

praticamente nao-emaranhados quando a delocalizacao é muito alta.
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Capitulo 3

Resultados

3.1 Caminhada quantica dirigida por uma moeda clas-

sica

A caminhada quantica evoluindo com uma moeda quéantica C fixa j& foi exaustivamente
estudada na literatura [6, 8, 24|, mas o que aconteceria, porém, se ruidos, algum tipo de
desordem ou flutuacdes mudassem C' de um passo para outro? O que aconteceria se C
mudasse aleatoriamente entre duas moedas possiveis? Uma suposicao intuitiva poderia
sugerir que todas as caracteristicas da caminhada quantica iriam se perder em tal processo.
Com efeito, sabe-se que algumas caracteristicas tipicas da caminhada quantica, tais como
a distribui¢do de probabilidade ou sua dispersdo se aproximam do caso classico [26] com
este tipo de desordem. No entanto, até o momento em que foi iniciado nosso trabalho,
nenhum estudo levou em consideracao o emaranhamento de uma caminhada quantica com
desordem para qualquer condicao inicial. A dnica exce¢ao, que veio ao nosso conhecimento
depois que essa idéia ja estava sendo estudada, foi no trabalho de C. M. Chandrashekar
[27] no qual ele investigou numericamente o comportamento do emaranhamento para
uma caminhada quantica de cem passos, mas com apenas uma condi¢ao inicial e dois

tipos particulares de desordem.

Decidimos denominar essa forma de caminhada quantica desordenada como caminhada
quantica aleatoria dirigida por uma moeda classica ou Random Quantum Random Walk
(RQRW) em inglés [28]. As caminhadas quéanticas desordenadas podem ser classificadas

de trés maneiras fundamentais. Na desordem dinamica, a cada passo uma moeda cléssica
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¢ jogada e a partir do resultado é escolhida uma nova moeda quantica C(t) (figura 3.1a).
Na desordem estéatica, a moeda é dependente da posicao, ou seja, antes do inicio da
caminhada, é escolhida qual moeda estara em cada posigao, ou seja, C(j) (figura 3.1b)
sendo fixa no tempo. No terceiro tipo de desordem, chamada desordem flutuante, sorteia-

se a todo instante e posi¢do uma nova moeda C'(j,t) (figura 3.1c) [17].

A escolha da moeda quéantica nos distintos tipos de desordem é dirigida por uma
moeda classica, que sorteia o operador a ser aplicado na posi¢do e/ou a cada passo.
Suponhamos primeiramente uma moeda classica balanceada de dois lados. A cada lan-
camento o lado "cara'"correspondera & moeda quantica Hadamard e "coroa'"a de Fourier.
Em nossa nomenclatura, denominaremos essas caminhadas desordenadas por "random
quantum random walk"ou RQRW, (figura 3.1, parte de cima) onde o subindice indica
o nimero de possibilidades de moedas quanticas. Porém, ha intimeras moedas quanticas
possiveis que podem ser estabelecidas pelos trés parametros ¢(t), 6(t) e ¢(t) dentro dos
seus respectivos intervalos. No caso RQ RW,, a moeda cléassica tem infinitos lados, cujos
valores ¢(t), 0(t) e ¢(t) sao escolhidos a partir de distribui¢ées uniformes nos intervalos
de 0 < q(t) <1e0<0(t),p(t) < 2r (figura 3.1, parte de baixo). Primeiramente, vamos

tratar o caso dinamico, em seguida, os outros dois casos de desordem.

Nota-se que o RQRW, é a forma mais geral da caminhada quantica, sendo que os
casos classico, quantico e RQRW, sao casos particulares desse. O caso classico ocorre
quando ¢(t) é sorteado entre 0 ou 1 (6(t) = ¢(t) = 0), fazendo com que a diagonal
principal ou a secundaria da matriz moeda seja nula. Nao havendo mais superposicoes,
mas um tnico estado resultante de amplitude de probabilidade igual a 1, teremos um caso
semelhante a uma bola em uma mesa de pregos (Galton’s board), no qual os valores de 0 ou
1 para ¢(t) determinam a diregao da particula (direita ou esquerda). Para recuperar o caso
quantico, basta que a cada passo todos os pardmetros assumam o mesmo valor (moeda
fixa). O RQRW, ocorrera se sempre ¢(t) = 1/2 e os valores de 0(t) e (t) variarem ambos

randomicamente entre 0 (Hadamard) e /2 (Fourier).

A figura 3.2 compara a distribui¢do de probabilidade (P(j)) apés uma caminhada
de 400 passos e a dispersao (o(t)) para a caminhada quéantica com a moeda Hadamard,
RQRW;y e RQRW,, fazendo uma média a partir de varios estados iniciais locais e nao-
locais diferentes. Para o caso local, o estado inicial geral é dado por |¥(0)) = (cosas| T

)+ e sena,] 1)) ®|0) onde a primeira realizacio numérica partiu de (ay, 85) = (0,0) e as
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3.1.

CAMINHADA QUANTICA DIRIGIDA POR UMA MOEDA CLASSICA

(a) Desordem Dindmica J

RQRW,

(b) Desordem Estética

(¢) Desordem Flutuante l
Y

17 moedas

oy oy 2

3 = 2
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Posicdo

Posicdo

Figura 3.1: As linhas pontilhadas representam uma das varias possiveis realizagoes da
caminhada classica e as curvas so6lidas representam as amplitudes de probabilidades asso-
ciadas ao RQRW; (acima) e RQRW,, (abaixo). As cores representam diferentes moedas
quéanticas sorteadas pela moeda classica. Os trés tipos de desordem principais: (a) di-
namica na qual as moedas sio sorteadas no tempo, (b) estatica com as moedas fixas no
tempo, mas sendo sorteadas a cada posicao e (¢) flutuante na qual as moedas sao sorteadas
tanto na posi¢do quanto no tempo. Retirado de [28] com adaptagoes.

proximas realizagoes foram obtidas por incrementos independentes de 0,1 até (s, 5)
(7, 2m) resultando numa média sobre 2.016 simulagoes. Ja para o caso nao-local, o estado
inicial geral ¢ dado por |¥) = (cosay| 1) + e senas| ) @ (cosa,| — 1) + ePrsena,| + 1)),
iniciando em (as, s, oy, B,) = (0,0, 0,0), acrescentando 0,4 em cada parametro indepen-
dentemente até (as, s, ap, Bp) = (m, 2w, 7, 27) num total de 16.384 simulagoes.

Nota-se que os trés casos sao distintos. No caso da moeda Hadamard, a distribuicao é
simétrica, com picos e maior concentracao nas laterais e sua dispersao é proporcional ao
tempo (ou nimero de passos). O RQRW,, tem caracteristicas de distribui¢do de proba-
bilidade diferentes do caso da moeda fixa. Sua distribui¢ao de probabilidade é gaussiana
(e77°/2% /\/270?) em que o o /t. Essa distribui¢io ocorre devido & auséncia de inter-
feréncias destrutivas, tendo comportamento semelhante ao caso classico. Ja o RQRW,
tem um comportamento hibrido, isto é, sua distribuicao tem caracteristicas tanto do caso
classico quanto quéantico. Isso se deve as duas moedas utilizadas que sao quéanticas e

equlibradas, fazendo com que as concentragoes nas laterais ainda existam. Seu o também

¢ hibrido, sua equagao é do tipo Vat? + bt, sendo a e b constantes. No entanto, a medida

21



CAPITULO 3. RESULTADOS
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Figura 3.2: Distribuicao de probabilidade média e dispersao média de uma caminhada de
400 passos com moeda fixa Hadamard e desordem dinamica nos casos RQRWs e RQRW .
A meédia foi obtida a partir de 2.016 estados inicias locais em (a) e (b) e 16.384 nao-locais
em (c) e (d).

que aumentamos o nimero de passos, observamos que a — 0, tornando-se uma distribui-
cao totalmente classica. Com essas caracteristicas, nota-se uma semelhanga muito grande
entre os comportamentos do caso classico com o RQRW tanto em distribui¢cao quanto na
necessidade de ter um ntmero suficiente de amostras para através da meédia obter curvas

suaves.

Porém o mais intrigante e, a primeiro momento, contraintuitivo, é o resultado para
o emaranhamento. Como pode ser visto a partir da figura 3.3, o emaranhamento médio
(Sg(t)) se aproxima do valor maximo possivel para ambos os casos de RQRW apos algu-
mas centenas de passos. Para efeito de comparacao, na mesma figura vemos a caminhada
quantica com a moeda Hadamard onde claramente Sg(t) # 1 assintoticamente. Nesse

caso, como ja mencionado na teoria, o valor assintotico de Sg é altamente sensivel as
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1.0 — Hadamard — RQRW, — RQRW,,

Estado inicial de posi¢ao local

0,7 Estado inicial de posi¢do ndo-local -

1 1 1
0 100 200 300 400

Figura 3.3: Emaranhamento médio ao longo do tempo de uma caminhada de 400 passos
com moeda Hadamard e desordem dinamica nos casos RQRW5 e RQRW,.. A média foi
obtida a partir de 2.016 estados inicias locais (acima) e 16.384 nao-locais (abaixo).

condicoes iniciais, sendo portanto muito baixo o conjunto de estados iniciais dando altos
valores de Sg(t), como visto na figura 2.3 e ao tomarmos a média para um conjunto de
estados locais e nao-locais vemos que no limite assintotico SE < 0,9. Em outras pala-
vras, esse resultado sugere que as caminhadas quanticas com desordens do tipo RQRW; e
RQRW, tém Sg(t) — 1 para qualquer estado inicial. Esta tltima afirmacdo nos permite

enunciar o seguinte teorema:

Teorema. No limite assintdtico e para qualquer estado inicial, Sg — 1 se a
moeda qudntica atuando no caminhante a cada passo for um operador unitdrio

randomico do SU(2).

Esses resultados sao notados para diferentes estados iniciais, mas serda que as condi-
¢Oes iniciais interferem muito no emaranhamento assintotico para os tipos de RQRW?
Na verdade, nao. Veremos detalhadamente na secao 3.5, mas podemos adiantar que, nu-
mericamente, nao ha diferenca no limite assintotico. Devido a randomicidade, tanto um
estado inicial local quanto nao-local gerara resultados imprevisiveis em suas amplitudes
de onda e apos varios passos, nunca saberemos qual foi o possivel estado inicial. Logo,
quando afirmamos que independe das condic¢oes iniciais, estamos englobando os dois graus

de liberdade que compoem o estado inicial.
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3.2 Prova analitica

Pelo fato do emaranhamento assint6tico sobre uma média de varios estados iniciais tender
ao valor maximo, podemos afirmar que independera do estado inicial. Antes de provar
isso, é importante conceituarmos o que entendemos por limite assintético. Esse limite
esta associado ao comportamento da matriz densidade reduzida pc = T'ry(p(t)) num longo
tempo, onde torna-se estaciondria. Aqui, p(t) = |V (£))(V(¢)] tal que [¥(t)) = >_ (a4, ) T
) +b(4,t)] 1)) ® [7). A prova analitica do limite assintotico para o emaranhamento foi
demonstrada para uma caminhada quantica com moeda fixa Hadamard [24] e devemos
mostrar que para o RQ) RW isso também é verdade. Quando falamos em limite assintotico,
fica evidente que t — o0, e o sistema atinge a situa¢ao em que pc(t+1) = pc(t)+O, sendo
O o termo que nos informa a diferenca entre as matrizes reduzidas em ¢ e ¢t + 1. Porém,
queremos provar exatamente que no limite assintotico, O — 0, e pc(t+1) = pc(t). Apenas
para nao carregar essa informacao até o fim da demonstragao e deixa-la mais "clara",
vamos ja assumir inicialmente essa condi¢ao para O e a comprovaremos numericamente
na proxima sessao.

Podemos reescrever a equagao (2.12) como

ety = | "0 5)
() B(

sendo () = 37, |a(G, ), B(1) = 5,100, 0 e 7(t) = 5, a(G, 06" (7,1). Afirmar que a
matriz densidade reduzida tende a ser constante ao longo do tempo implica que os termos
dela também tendem a ser constantes. Para qualquer estado inicial, utilizando o resultado
da equagao (2.4) em t + 1, podemos reescrever os termos dessa matriz para pc(t + 1).
Expressaremos a somatéria em j de —oo até +oo, somando todas as unidades, nao apenas
as pares ou impares dependentes do passo. Isso é possivel pois se 0 passo ocupar apenas
as casas impares, nas casas pares terao valor nulo, e 0 mesmo ocorre se as probabilidades
sO ocuparem as casas pares. Entdo poderemos fazer as operagoes da equacio (2.4) e, apos

isso, aplicar a mesma somatoria tanto nos termos em ¢ + 1 quanto em ¢, e obteremos

alt+1) = > aljt+1)a"(j.t+1)
J

= leq(t + DPPalt) + e (t + DEB(E) + 2Refe(t + Deq (t+ 1)7(1)],(3:2)
em que Re[.] representa apenas a parte real pois se a(t + 1) é um termo real, entao é

possivel afirmar que o termo imaginédrio é nulo. Uma das condig¢oes do sistema é que

24



3.2. PROVA ANALITICA

leq(E4+ D)2+ |er (4 D)2 = |Vq(@®)]? + |\/1 — q(t)]*> = 1. Outra condigao importante ¢
a soma da diagonal principal de uma matriz densidade, ou seja, a(t + 1) + g(t + 1) = 1.
Com isso, ulitizando essas duas condi¢oes na equagao (3.2) substituindo um dos termos,

isto é
at+1) = leg@E+ )P + (1= 2fep(t+ D[P a(t) + 2Refer (t + 1)k, (8 + 1)7(£)]3.3)

Nesse ponto, podemos impor a condicao do limite assintotico em que os termos da
matriz reduzida tornam-se constantes, ou seja, a(t+1) = «(t). Assim, podemos rearranjar

a equacao anterior, eliminando termos comuns,

e (t+ D)Pa(t) = e (t+1))° + 2Refe(t + D)ex, (t+ 1)~ ()] (3.4)

Dividindo os dois lados da equagao por 2|cy (¢ + 1)|?, chegamos finalmente a

alt) = L 4Re {M’y(t)]. (3.5)

2 CN,(t + 1)
O resultado para 3(t+1) ¢ o mesmo, o que muda ¢ a condigao |c4(t+1)[*+]|cy (E+1)]* =

1, e com isso, chegaremos a solucao

B(t) = =+Re

%ww] . (3.6

Impondo agora a condicao do traco de uma matriz densidade, chegamos finalmente a,

(CTT(t + 1) + Cii(t + 1)> fy(f;)] . (37)

CTi(t—i_ 1) CIT(t+ 1)

a(t)+p(t) = 1+Re

Para satisfazer a condicao acima,

(cm(t 1)t 1)) 7(15)] — 0. (3.8)

R
SI\ent+n e

Notamos que o termo dentro dos parénteses carrega informagoes reais e complexas, en-
tao podemos reescrevé-lo como um z(t) = z(t)+iy(t), alem de y(t) = Re[y(t)]+ilm[y(t)].
Como eles ja estao dentros de um Re|.|, ao fazer a multiplicacdo z(t)v(t), descartamos as

resultantes complexas, ou seja, x(t) Re|[y(t)] — y(t)Im[y(t)] = 0, ou rearranjando

z(t)Rel[y(t)] = y(t) Im[y(t)]. (3.9)

Mas se levarmos em consideracao que essa equacao deve valer a qualquer instante de

tempo, e que y(t + 2) = y(t + 1) = (1), entao
z(t + D)Re[y(t)] = y(t + 1) Im[y(t)]. (3.10)
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Dividindo as duas ultimas equagoes, chegamos em uma relagao z(¢)y(t + 1) = x(t +
1)y(t), o que nos daria uma solugao nao-trivial. Nesse ponto, a aleatoriedade do sistema
deveré ser imposta. Como temos uma situacao randéomica ao longo do tempo, essa equagao
quase nunca seria satisfeita, uma vez que esses termos sao todos independentes. Mesmo
que fosse satisfeita, bastaria andar mais um ou dois passos, pois essa equagao sO sera
satisfeita se a moeda for fixa, e cairfamos na situacao de nao sabermos os valores assinto-
ticos de «, 3 e 7. Levando a aleatoriedade em consideracao, vemos que a tnica forma das
equagoes (3.9) e (3.10) sempre serem satisfeita é se Re[y(t)] = Im[y(t)] = 0, o que implica
que ¥(t) = 0. Olhando as equacoes (3.5) e (3.6), encontramos que «(t) = S(t) = 1/2, e

assim a matriz densidade reduzida pode ser escrita no limite assintético como

/2 0

po(t) = . (3.11)

0 1/2
O que leva, finalmente, a S = —Tr(pc(t)loge(pc(t))) = 1. Entao, no limite assin-
totico, qualquer estado inicial nos leva ao emaranhamento maximo. Nao encontramos
nenhuma prova analitica especifica para RQ) RW,, afirmando que equilibrado ou desequi-
librado, ele conduz a um maximo emaranhamento assintoticamente. No entanto, podemos
afirmar que a prova analitica engloba a possibilidade de ser um RQ)RW> e seu emaranha-
mento ir para um como mostrado numericamente na figura 3.3. Outra situacao que é
importante analisar é quando um ou dois dos termos sao fixos. A prova segue a mesma.
Devemos pensar nos casos em que ¢(t) = 0 ou ¢(t) = 1, por exemplo, implicaria que os
K K

e |ery(t)]” sejam 0 ou 1. Nesse caso, precisa-se "truncar"a analise na equa-

¢ao (3.3) para evitar problemas de divergéncia. Nessa equagao teremos duas situagoes: ou

termos |c (%)

o resultado sera redundante (a(t+1) = «(t)) ou encontraremos a mesma solugao do final
da analise. Caso nos informe o resultado redundante, basta trocar de varidvel substituida
quando usar o argumento |c(t 4+ 1)* + ey (E+ 1) 2 =1

Outro exemplo é quando #(t) = 0 ou 7, e caimos em uma situagdo que o termo
lew (8)]2/ery (8)]? € real, o que implica que Re[y(t)] = 0, mas nada nos fala na analise que
Im[y(t)] = 0. Ja no caso em que 0(t) = m/2, entramos no caso em que Im[y(t)] = 0, e
terfamos que impor, sem provas, que Re[y(t)] = 0. Ja quando apenas ¢(t) muda, nada
podemos afirmar pela prova analitica, ja que a partir da equagao (3.5) nao ha termos
dependentes de ¢(t).

Embora a prova analitica estudada aqui nao possa ser utilizada para alguns casos
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particulares que nao exploram todo o espa¢o SU(2) da moeda C(t), simulagoes numé-
ricas sugerem que, se pelo menos um dos trés parametros independentes de C(t) forem
aleatorios, obtemos Sp — 1 assintoticamente como observamos na figura 3.4. Foram exe-
cutadas 2.016 simulagoes para cada caso, tirando uma média de vérios estados iniciais em
que os parametros que eram constantes tinham seus valores sorteados ao inicio de cada

simulagao.

D @ | Zog
Z Um parametro fixo | < T J A otrn Bari
0,6 pare f | 0.6 I Um parametro variando
q(t) ' ' q(t)
0,4 . ] 0,41
a(t) _ i 8(t)
0,2 s () I e2f e p(t)
0,0 : : 0,0 . . : :
0 20 40 60 80 4+ 100 0 20 40 60 80 , 100

Figura 3.4: Emaranhamento médio no tempo de uma caminhada de 100 passos para as
desordens dinamicas: (a) sorteando dois parametros e fixando um e (b) sorteando um
parametro e fixando os outros dois. A média foi obtida a partir de 2.016 estados inicias
locais.

Além disso, vale salientar que a prova nao nos diz nada quanto a taxa de convergéncia,
ou seja, o quao rapido Sg — 1 (limite assint6tico) porque ja assumimos que a matriz

densidade reduzida é estacionéria.

3.2.1 Prova numérica da hipd6tese assintética

Para demonstrar o teorema discutido anteriormente, partimos de duas hipoteses: (i) a
necessidade da desordem dinamica que nos permite introduzir uma solucao trivial para
as equagoes (3.9) e (3.10) e (ii) a hipotese assintotica, onde afirmamos que limy_opc(t +
1) — pc(t) = 0, sendo essa uma condicao suficiente, mas nao necessaria, para que Sg — 1.
Com isso, notamos que se pc(t + 1) = po(t) + O, a diferenga O deve tender a zero para
t — 00, pois isso nos afirma que a matriz densidade estd convergindo para uma situagao
estacionaria. Essa convergéncia também é observada para as caminhadas com moeda
fixa, mas sem atingir o emaranhamento maximo [24]. No caso do RQRW , uma maneira

de demonstrar isso é estudar, ainda que numericamente, o traco da diferenca entre uma
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CAPITULO 3. RESULTADOS

matriz densidade e sua adjacente no tempo,
1
D(t) = 5Tr(lpc(t) = pe(t = 1)), (3.12)

em que |A| = VATA. Manipulando a equacao acima, notamos que 77 (|pc(t) — po(t — 1))

pode ser reescrito como a raiz da soma dos termos da matriz resultante, ou seja,

D(t) = 1\/(06(10 —a(t=1)2+(B(t) = Bt = 1))? + |y(t) =yt = PP + [y (8) = (¢ = D>

2
(3.13)

Com uma simples manipulagao, podemos diminuir dois termos dessa equacao usando
os argumentos do traco de uma matriz densidade, a(t)) + 8(t) = 1, e que 0 modulo de

um termo ¢é igual ao mdédulo do seu complexo, ou seja,

D(t) = %5\/(@(0 —a(t=1)2 +[y(t) =~ -1 (3.14)

Na figura 3.5a observamos (D(t)) para a caminhada quéantica utilizando a moeda
Hadamard e RQRW, fazendo uma média de varios estados locais e nao-locais tal como
mostrado nas figuras 3.2 e 3.3. Notamos que as duas come¢cam de um ponto de méximo e

decaem. Nos dois casos, lim;_,.,D(t) = 0, corroborando para a demonstragao do teorema.
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Figura 3.5: Evolugao da média do trago da diferenca entre duas matrizes densidade adja-
centes no tempo (D(t)) para a (a) caminhada quantica Hadamard e RQRW, e (b) cami-
nhada com desordem na qual somente ¢(t), (t) e ¢(t) variam aleatoriamente e RQRW5.

O quadro interno da figura 3.5a mostra o mesmo grafico em forma de log|(D(t))| =
a.log(t)+b, em que a é o coeficiente angular e b o coeficiente linear. Usando a propriedade
logaritmica de a.log(t) = log(t*), podemos assim concluir que o coeficiente angular é a
taxa de decaimento de (D(t)). Nesse caso, desprezando os primeiros passos e analisando
a partir do momento em que as curvas se tornam aproximadamente retas, o RQ) RW, tem

um coeficiente angular de —0.2504 £+ 0.0005 (aproximadamente —1/4), enquanto o caso
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3.3. OUTROS TIPOS DE DESORDENS

Hadamard tem —0.5102 + 0.0007 (aproximadamente —1/2). Isso nos da4 uma informagao
interessante, como (D(t)) — 0. A caminhada quantica para a moeda Hadamard tem
(D(t)) o 712 enquanto que 0 RQRW.,, (D(t)) oc t=1/%. Logo, 0 RQRW,, necessita de
um tempo muito maior para atingir o limite assintotico, enquanto que a moeda fixa precisa
de no maximo algumas centenas de passos. Para verificar se essa taxa de decaimento
¢ apenas uma caracteristica do RQRW,,, observamos na figura 3.5b outros trés tipos
caminhadas com desordem nas quais cada um dos parametros variam aleatoriamente
no tempo, além do RQRW,. Concluimos que, caso haja desordem dinamica ela deve
seguir a mesma taxa de convergéncia no tempo. Estes resultados obtidos com simulacoes
sao indicagbes numéricas claras que, ao atingir o limite assintotico, os termos de pc(t)
convergirao a valores constantes e, por consequéncia, encontraremos uma entropia de

emaranhamento constante.

3.3 Outros tipos de desordens

A primeira vista, pode-se perguntar se a origem da capacidade de geracao do emara-
nhamento maximo observado no RQRW esta na aleatoriedade da moeda ou no fato da
desordem ser dinamica. Para verificar isso, é interessante confrontar com outros casos
de desordem. Para a desordem dinamica, foi escolhida uma moeda aleatoriamente para
todas as posicoes a cada instante de tempo. Ja para a desordem estatica, foi escolhida
uma moeda randomicamente em cada posigao |j|. Para a desordem flutuante, foi sorteada

uma moeda para cada posi¢ao e para cada instante de tempo (figura 3.1).

Na figura 3.6 observamos o emaranhamento médio cuja média foi obtida a partir de
2.016 estados iniciais locais utilizando a equagao (2.2) seguindo o mesmo procedimento
da figura 3.2 e 3.3 para o caso RQRW,,. Vemos que tanto o caso dinamico quanto o
flutuante tém seu emaranhamento médio tendendo a 1 no limite assintotico, assim como
verificado anteriormente. Nota-se, porém, que o caso flutuante converge a 1 a uma taxa
menor que o caso dinamico, e isso também é observado em (D(t)), onde também necessita
de um tempo maior para convergir a zero. Isso nos indica que ¢ condi¢ao necessaria a
moeda variar dinamicamente para S — 1, mas variar também na posi¢ao (desordem
flutuante) contribui negativamente para a taxa de convergéncia do emaranhamento ao

valor méximo.
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Figura 3.6: Média do (a) emaranhamento, (b) distribui¢ao de probabilidade, (c) dispersao
e (d) D(t) para os trés tipos de desordem usando o RQRW,, (2.016 condices locais
iniciais).

O emaranhamento para uma caminhada com desordem estatica partindo de estados
locais atinge na média 0,7 e oscila entre varios estados. O fato de oscilar entre estados
proximos e inconstantes é explicado por (D(t)). Nesse caso, o trago da diferenga entre duas
matrizes densidades em ¢ e £ — 1 nao tende a zero em ¢t — oo, mas a um valor constante
em torno de 0,27. Entao, se sempre haverd uma diferenca entre operadores densidades,
nao héi convergéncia do emaranhamento no limite assintotico e, por consequéncia, a prova
analitica nao pode ser estendida para esse caso, pois O # 0 sempre. Outro ponto a se
levantar é que, de forma semelhante ao caso de moeda fixa, a desordem estéatica depende
do estado inicial e da moeda. Na figura 3.7 vemos que a desordem estitica no caso

RQRWj, aumenta para aproximadamente 0,84.

1,0 T
— RQRW, ——— RQRW,,
= 09| QRW, QRW, |
¥ 038 -
07 WWWW\/WWWNWV\AN\/WWWWW \
0,6 L 1 1 1
0 20 40 60 80 " 100

Figura 3.7: Média do emaranhamento na desordem estatica comparando RQRW; e
RQRW, (2.016 condigoes locais iniciais).

Também outro ponto interessante é a distribuicao de probabilidade. Nos casos dina-
mico e flutuante observamos uma distribuicao classica e dispersao semelhantes. No caso

estatico, porém, a distribuicao de probabilidade média tem uma concentragao na origem
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3.4. OUTRAS CONDICOES DE ALEATORIEDADE

com uma regiao de pico. Além disso, sua dispersao média tende a um valor constante,

diferente dos outros casos anteriores. Trata-se de uma localizagao de Anderson [17].

Em [28], foi investigado também caminhadas com moedas periodicas para verificar se
é condicao necessaria para Sg — 1 a moeda ser randomica. Seja uma moeda periddica
FNH, onde F corresponde a moeda Fourier, N o niimero de vezes que ela sera aplicada e H
corresponde a moeda Hadamard. Entao, para N = 1 por exemplo, temos uma caminhada
que a cada passo alterna entre a moeda Fourier e Hadamard. Para N = 2, em dois passos
evoluimos a caminhada com uma moeda Fourier e em seguida com Hadamard e assim por
diante. Investigamos os casos de N =1, N =2, N =3 e N = 9. Notamos que o caso de
N =1 é uma forma de desordem estatica, pois as casas pares e impares terao sempre as
mesmas moedas. Mesmo os outros casos atingem médias de emaranhamento abaixo do
méaximo. Embora estudos mais sisteméticos sejam necesséirios ao longo dessa linha, em
particular para a desordem estatica, os resultados aqui apresentados sugerem que nem
um distirbio independente do tempo (estatico), nem moedas ndo-aleatorias dependentes
do tempo sao suficientes para gerar estados maximamente emaranhados para qualquer
condigao inicial. Entao moedas aleatorias dependentes do tempo (distirbio dindmico e

flutuante) parecem ser essencial para alcangar tal faganha.

3.4 Outras condicoes de aleatoriedade

Outra pergunta que pode ser feita é se causaria alguma diferenca no emaranhamento
limitar os intervalos dos parametros sorteados da moeda nas redondezas da moeda Ha-
damard. Como mencionado anteriormente, a moeda Hadamard ocorre quando os valores
de ¢ = 1/2, 6 = ¢ = 0. Entdo limitaremos primeiramente o intervalo de ¢(t) em trés
intervalos: 0 < ¢(t) < 1, 0,4 < ¢q(t) < 0,6 e 0,45 < ¢(t) < 0,55, fixando 0 = ¢ = 0,
como pode ser visto na figura 3.8. Observe que o valor médio dos intervalos corresponde a
moeda Hadamard (¢ = 1/2). Também foram feitas simulagoes limitando os intervalos de
0 e p, como pode ser visto na figura 3.9 em —7 < 0(t), p(t) <7, —0,1 < 0(t),(t) <0,1
e —0,05 < 0(t),p(t) < 0,05. A média do emaranhamento foi feita a partir de 16.384
condicoes nao-locais iniciais.

Ao verificarmos a distribuicao de probabilidade, percebemos que a medida que o in-

tervalo do parametro diminui, a distribuicao de probabilidade aproxima-se da quantica
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Figura 3.8: (a) Emaranhamento, (b) distribui¢do de probabilidade e (c¢) dispersao médias
para uma caminhada de 1000 passos para diferentes intervalos de ¢(t) (com 6 = ¢ = 0)
cujas médias foram tomadas a partir de 16.384 condicoes iniciais nao-locais.

(Hadamard). Por outro lado, observamos que mesmo um pequeno intervalo, o emaranha-
mento médio tende a um em todos os casos, mudando somente a taxa de convergéncia
como que se aproxima de um. Quanto menor o intervalo, maior o tempo necessario para

atingir o emaranhamento no limite assintotico.
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Figura 3.9: Emaranhamento, distribuicao de probabilidade e dispersao médias para uma
caminhada de 1000 passos para diferentes intervalos de (a) ¢(t) (¢ =1/2 e 0 =0) e (b)
0(t) (g =1/2 e ¢ = 0) cujas médias foram tomadas a partir de 16.384 condigoes iniciais
nao-locais.

3.5 Estados iniciais deslocalizados

Vamos agora estudar a capacidade do RQQRW de gerar emaranhamento para condigoes
iniciais deslocalizadas. Vamos trabalhar com RQ)RW, e a caminhada Hadamard. Opta-

mos por uma distribuicao gaussiana. Decidimos estudar os casos em que podemos separar
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3.5. ESTADOS INICIAIS DESLOCALIZADOS

os graus de liberdade interno e externo, pensando em um estado geral nao-emaranhado

cobrindo todos os valores de j (inclusive os nulos), do tipo,

[T(0) =)@ Y v, (3.15)

j=—o00

sendo |¢) uma superposigao de estados de spin. Assim, ao calcularmos [¥(0)|?, devemos
separar as normas dos graus de liberdade interno e externo, e os dois devem ter norma
igual a 1. A funcao ¥(j) é real e positiva, sendo seu modulo quadratico em cada posi¢ao

J correspondente ao seu respectivo valor em uma distribuicao gaussiana, ou seja,

V*(j) = ¢ e, (3.16)

em que o2 é a variancia, lembrando que a dispersao para a caminhada aleatéria classica é

o = /t. Consideraremos dois casos especificos de estados internos, sendo eles |£,) = (| T

Y il )/V2ele) = (1) +11)/V2

—[&) = (D +i /2 &) =1 +]1)/v2

(Se(1))

—o=1
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Figura 3.10: (a) Emaranhamento para caminhada Hadamard e (b) emaranhamento médio
de 100 simulagoes do RQ RW, para estados iniciais de posi¢ao gaussianos com diferentes
dispersoes e estados de spin [£;) e |&2).

A figura 3.10a mostra o emaranhamento para as condigoes iniciais deslocalizadas de di-
ferentes valores de dispersao onde vemos que o emaranhamento assintotico da caminhada
Hadamard é altamente sensivel as condicoes iniciais e nao levam ao emaranhamento ma-
ximo. Ha o caso dado pelo estado inicial de spin |£{;) que observamos altos valores de

emaranhamento, mas trata-se de uma exce¢ao. Por outro lado, para RQRW, na figura
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3.10b, vemos a independéncia do estado inicial para o valor assintotico de emaranha-
mento, o que diferencia cada caso de o é a taxa de convergéncia a qual o emaranhamento
se aproxima do maximo valor. De fato, vemos que necessita de alguns milhares de passos
para uma distribuicao com o = 10 ultrapassar o valor de 0,9 para a entropia de emara-
nhamento [28]. Na figura 3.10b vemos ainda que os estados iniciais de spin [£;) e [€2) sao
rigorosamente os mesmos, 0 que nos indica o que influencia a taxa de convergéncia do
emaranhamento nao é o grau de liberdade interno, mas sim o externo, ou seja, quanto
mais deslocalizado for o estado inicial, mais tempo necessitara para S — 1 nos casos de

caminhadas desordenadas dinamicamente.

3.6 Propostas experimentais

A tecnologia atual nos permite introduzir desordem na caminhada quantica de pelo menos
duas formas diferentes. A primeira forma é baseada em elementos 6pticos passivos, além
de uma comutagao rapida de moduladores electro-opticos (EOM), onde o grau interno de
liberdade da particula é a polarizagdo de um foton e o grau externo (posi¢ao) é mapeado
para diferentes vezes da chegada do foton no fotodetector [16], como na figura 1.3. O
operador moeda C(t) ¢ implementado usando placas de meia onda (HWP) e EOM dentro
do circuito, enquanto o operador de deslocamento condicional S é executado pelos dois
divisores de feixe polarixadores (PBS) e uma linha de fibra de atraso (loop) onde um feixe
com dada polarizagao segue um caminho 6ptico mais longo. Além disso, as condicoes
iniciais arbitrarias sao simplesmente geradas por placas de quarto de onda (QWP) e HWP.
Uma caracteristica importante desse experimento é a sua escalabilidade com o niimero de
passos. Na verdade, as técnicas de loop 6ptico de retorno usando alguns elementos 6pticos
como descrita acima e na figura 1.3 permitiram a implementagao de uma caminhada de

28 passos com desordem estatica e dinamica [16].

A segunda maneira é implementada utilizando circuitos de guias de onda integra-
dos, onde deslocadores de fase sao instalados junto aos acopladores direcionais, fazendo
os circuitos terem diferentes comprimentos/deformacoes [17]. Para testar as ideias aqui
apresentadas, precisamos medir o emaranhamento do caminhante, que é obtido se sou-
bermos o estado da moeda pc(t). Mas po(t) é determinado mudando ligeiramente os dois

regimes descritos acima. De fato, desde que um estado geral de polarizacao do foéton é
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escrito como pc(t) = Io + Z?:l r;0;, sendo o; as matrizes de Pauli, podemos determi-
nar pc(t) se medirmos r;. Mas isso se consegue medindo a polarizacao circular média
direita/esquerda em r; e a polariza¢do média dos f6tons no eixo vertical/horizontal (r3),
a £45° do eixo 1 [29]. Essas medigoes podem ser facilmente implementadas, organizando
HWP e QWP adequadamente antes do féton passar por uma PBS com fotodetectores em
cada um dos seus bragos. Note que os dados sao relacionados com po(t) e precisamos
tracar seus graus de liberdade de posi¢do (medidas de pos-processamento) para chegar
a pc(t). Nesse trabalho e no material suplementar de [28], mostramos que apenas al-
gumas dezenas de passos sao suficientes para termos diferencas efetivas em Sg quando

comparamos a caminhada quantica e RQRW,.
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Capitulo 4

Consideracoes e perspectivas

Nesse trabalho estudamos como diferentes tipos de desordem afetam a geracao de ema-
ranhamento entre os graus de liberdade interno (spin) e externo (posi¢ao) em uma cami-
nhada aleatéria quantica discreta no tempo dirigida por uma moeda classica de dois lados
(RQRW,) e infinitos lados (RQRW,). A desordem é introduzida pela moeda classica
de trés maneiras distintas: na desordem dinamica, a cada instante de tempo é sorteada
uma moeda quantica, na estatica, a moeda quantica varia em cada posicao, sendo fixa no

tempo e na flutuante, a moeda quantica é sorteada tanto na posicao quanto no tempo.

A distribuicao de probabilidade dos casos dinamico e flutuante sao semelhantes ao caso
classico (distribui¢do gaussiana) e, consequentemente, sua dispersao tem comportamento
difusivo. Ja o caso estatico tem uma distribuicao dada por uma localizagao de Anderson,
na qual a distribuicao é mais fina e sua dispersao tende a um valor constante. Porém o
mais interessante ocorre ao se estudar o emaranhamento no limite assintético. Para os
casos de moedas ordenadas, o emaranhamento é altamente sensivel as condigoes iniciais
e a moeda quantica que dirige a evolucao da caminhada. Além disso, o emaranhamento
nunca atinge o valor maximo e somente para algumas condigoes iniciais atingem valores
proximos de um. Ja os casos de desordens no tempo (dinamico e flutuante) geram estados
maximamente emaranhados no limite assintotico independente da condigao inicial do
caminhante. Constatamos que o fato do emaranhamento ser maximo no limite assintotico
depende apenas da aleatoriedade no tempo, nao importando a quantidade de moedas que
podem ser escolhidas. Ainda observamos que a desordem estatica nao é boa para gerar
emaranhamento e nunca atinge o valor maximo, além de ser bem sensivel as condicoes

iniciais tal como o caso ordenado.
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A partir da constatacdao que a desordem dinamica leva ao emaranhamento maximo
propomos um teorema e sua demonstracao. Partindo de uma hipotese assintotica a qual
estabelece que a matriz densidade reduzida é estacionaria no limite assintotico, mostramos
que a aleatoriedade da moeda no tempo ¢é condigao suficiente para atingir o emaranha-
mento maximo independente do estado inicial. A fim de demonstrarmos a hipotese assin-
totica, mostramos numericamente uma lei de poténcia para o trago da diferenca entre a
matriz densidade reduzida e sua adjacente no tempo comparando-a com o caso ordenado.
Através de simulacoes partindo de estados iniciais deslocalizados, mostramos numerica-
mente que a taxa de convergéncia ao emaranhamento maximo é sensivel ao estado inicial
de posicao, ou seja, quanto mais deslocalizado o estado inicial, mais lenta a convergén-
cia para o emaranhamento maximo. Propomos ainda dois experimentos, nos quais essas
idéias podem ser testadas baseados em tecnologia atual.

Finalmente, gostarfamos de salientar que nossas descobertas naturalmente levam a
novas perguntas importantes. Por exemplo, qual é a interagdo entre ordem/desordem e
criacao de emaranhamento para caminhantes de duas ou trés dimensoes? O que aconte-
ceria nesses casos com o emaranhamento nos diferentes tipos de desordem? Os resultados
anteriores podem ser adaptadas para o caso de dois ou mais caminhantes em espacos uni,
bi ou tri-dimensionais? Nesse caso, ha uma correlacao entre as duas particulas, com-
pondo um estado interno geral que por sua vez estd emaranhado com o grau de liberdade
externo [30]. A desordem melhoraria a criacdo do emaranhamento bipartite e multipar-
tite apenas entre os graus de liberdade internos, apenas entre o externo com o interno
ou os dois casos? Acreditamos que investigacdes em resposta a essas indagacoes tragam
outros resultados inesperados e fascinantes que fomentariam o desenvolvimento de novos

protocolos de geragao de emaranhamento.
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